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Predgovor

Knjiga ,,Slucajni signali i procesi“ prvenstveno je namijenjena studentima Elektrotehnic-
kog fakulteta Univerziteta u Sarajevu kao jedan od kljucnih udzbenika za kurs ,,Signali
i sistemi I1“ Za razliku od predmeta ,Signali i sistemi“, koji se izvodi na dodiplomskom
studiju Odsjeka za automatiku i elektroniku i fokusira na deterministicke signale, line-
arne vremenski invarijantne (LTT) sisteme i transformacije signala u spektralne domene,
predmet ,,Signali i sistemi I1* predstavlja prirodan nastavak koji obraduje slucajne signale
kao i njihovo procesiranje. U tom kontekstu, knjiga ,,Slucajni signali i procesi* ima za
cilj pruziti temeljna znanja u vezi sa analizom i opisivanjem slucajnih signala, te ponuditi
uvid u njihove potencijalne primjene u stvarnim tehnickim problemima.

Jedan od vaznih dijelova knjige posveéen je adaptivnim sistemima i optimalnom pro-
cesiranju signala, a autori su, svjesni promjena u obrazovnom sistemu, odlucili prilagoditi
knjigu savremenim potrebama studenata. U danasnje vrijeme, studentima je tesko pre-
nijeti znanje iskljuc¢ivo putem pisanih materijala, te proces uc¢enja mora biti interaktivan
i vizualno atraktivan. U skladu s tim, ova knjiga, za razliku od mnogih drugih u istoj
oblasti, nastoji smanjiti matematicku rigoroznost gdje god je to mogucée. Kroz brojne
primjere, vizualizacije i interaktivne programske kodove, knjiga tezi omogucéiti sto dub-
lje razumijevanje sadrzaja, kao i poticati kriticku analizu matematickih koncepata koji se
obraduju. Gradivo se uvodi inkrementalno, pa se tako od elementarnih pojmova kao Sto je
vjerovatnoca, preko slucajne promjenljive i slucajnog vektora dolazi do slu¢ajnog procesa,
a potom se predstavljeni inzenjerski alati koriste kroz potencijalne primjene, od prolaza
slucajnih signala kroz LTI sisteme, projektovanja optimalnih filtera do osnovnih primjena
u teoriji informacija, analizi Markovljevih lanaca i Skrivenih Markovljevih modela.

Knjiga ,,Slucajni signali i procesi“ se sastoji od devet poglavlja. Prvo poglavlje se bavi
osnovnim pojmovima teorije vjerovatnoce, te se uvode pojmovi kao $to su eksperiment,
ishod i dogadaj. Objasnjavaju se relacije medu dogadajima i definira pojam vjerovatnoce.
Dodatno se razmatraju zajednicka i uslovna vjerovatnoca, a posebna paznja se posvecéuje
Bayesovom teoremu.

U drugom poglavlju se obraduje koncept slucajne promjenljive i funkcije raspodjele
vjerovatnoce. Detaljno se analiziraju razli¢iti modeli raspodjele, poput uniformne, nor-
malne, Rayleigheve i eksponencijalne raspodjele. Dodatno, uvode se pojmovi kao sto
su ocekivane vrijednosti i varijansa, uz koristenje programskog jezika Python za analizu
sluéajnih promjenljivih.

U tre¢em poglavlju se uvode slucajni vektori i funkcije vjerovatnoée u vezi sa is-
tim. Razmatraju se ocekivane vrijednosti slucajnih vektora, te korelacione i kovarijantne
matrice. Takoder se obraduju i poznate teoreme, kao sto su ,zakon velikih brojeva” i
,centralna granicna teorema”.



Predgovor

Pojam sluc¢ajnih procesa, stacionarnost, uslovne i zajednicke gustine vjerovatnoce se
definiraju u cetvrtom poglavlju. Diskutira se ergodi¢nost i spektralna gustina stacionarnih
slucajnih procesa, uz poseban fokus na bijeli Sum i obojene Sumove, kao i Markovljeve
slucajne procese.

Peto poglavlje je posveéeno prolazu slucajnih procesa kroz linearne, vremenski inva-
rijantne sisteme, ukljucujuéi spektralnu analizu. Razmatraju se aplikacije korelacionih
funkcija, ukljuc¢ujuéi detekciju kasnjenja i identifikaciju sistema.

U Sestom poglavlju se razmatra sinteza linearnih optimalnih sistema sa stohastickim
ulazima, analizira odnos signala i Suma, formiraju prilagodeni filteri, te Wienerovi filtri.
Poseban naglasak stavlja se na optimalne sisteme i njihovu implementaciju za razli¢ite
vrste ulaznih signala.

Sedmo poglavlje se fokusira na Kalmanov filter, vazan alat za estimaciju stanja dina-
mickih sistema, te njegove varijante koje se koriste u raznim primjenama gdje se analizira
vremenski promjenjiv sistem s neizvjesnostima.

U osmom poglavlju dat je kratak uvod u teoriju informacija kroz primjenu slucaj-
nih signala u navedenoj oblasti. U ovom dijelu razmatraju se kljuéni koncepti teorije
informacija poput entropije, uslovne entropije, redundancije i prenosa informacija kroz
komunikacijske kanale.

U posljednjem poglavlju knjige se obraduju osnovni koncepti Markovljevih lanaca,
njihovi pocetni i stacionarni uslovi, te skriveni Markovljevi modeli. Dodatno se analiziraju
evaluacija, dekodiranje i treniranje skrivenih Markovljevih modela.

Svako od poglavlja nudi sustinsku analizu odgovaraju¢ih koncepata, uz odgovarajuée
analiticke i programske primjere kako bi ¢itatelj mogao $to bolje razumjeti teorijske osnove
i njihovu primjenu u stvarnim aplikacijama.

Autori duguju posebnu zahvalnost mnogima na pomoéi prilikom pisanja i nastajanja
ove knjige.

Knjiga je nastala iz ljubavi prema signalima, koju su nam jos kao studentima kroz
nastavu na kursu Analiza signala i sistema, popularnom ,,ASIS”-u, usadile nase drage i
uvazene profesorice Melita Ahi¢-Dokié¢ i Branislava Drazenovi¢ - Perunicié, te nas uvazeni
profesor Zeljko Juri¢. Od tada pa do danas, zajedno s nama i mnoge generacije studenata
su direktno ucestvovale u oblikovanju ovih materijala, kako kroz nacin razumijevanja i
konstruktivne sugestije na sam tekst dok je bio koristen za ucenje, tako i kroz rjesavanje
mnogih primjera koji su ilustrovani u samoj knjizi.

Dodatno se zahvaljujemo i recenzentima prof. emeritus dr Meliti Ahi¢-Doki¢ te prof.dr
Jasminu Kevri¢u, na savjetima i korisnim sugestijama koje su unaprijedile materijal.

Hvala nasim porodicama na strpljenju i podrsci pri pisanju ove knjige.



Uvod

Signali i sistemi predstavljaju kljuéne koncepte u proucavanju prirodnih pojava, jer omo-
gucavaju opisivanje i analizu razlic¢itih fizickih procesa. Tipi¢no, signali predstavljaju
varijacije fizickih veli¢ina koje mogu biti mjerene, dok sistemi definisu nacin na koji se ti
signali obraduju ili prenose. U prirodi, signali su prisutni u razli¢itim oblicima, kao sto su
zvucni talasi, svjetlost, ili elektri¢ni impulsi, dok sistemi omogué¢avaju njihovu transfor-
maciju. Kada se govori iz perspektive elektrotehnike, analiza signala i sistema omogucava
razvoj mnogih tehnologija od telekomunikacija, elektronickih struktura, radarskih sistema
pa do prenosa i obrade signala u biomedicini. Temeljitom analizom, inZenjeri mogu razviti
modele koji olaksavaju dizajn slozenih elektronickih uredaja i optimizaciju performansi di-
zajniranih ili postoje¢ih sistema. Osim toga, ovladavanje ovim konceptima je od sustinske
vaznosti za implementaciju novih tehnoloskih rjesenja u industriji i svakodnevnom zivotu.
Elektricni signali, kao jedan od najcesce proucavanih oblika, omoguéavaju efikasan prenos
informacija i primjenu u uredajima kao Sto su senzori, racunari, te sistemi za kontrolu i
automatizaciju. Kroz pravilnu analizu, moguce je razumjeti ponasanje razlicitih tipova
signala i primijeniti ih u realnim sistemima, Sto ¢ini ovu oblast izuzetno vaznom kada je
u pitanju razvoj savremenih tehnologija.

Deterministicki signali su oni signali ¢ije se vrijednosti mogu potpuno predvidjeti u bilo
kojem trenutku na osnovu matematickog modela ili funkcije. Oni su unaprijed definirani i
ne sadrze elemente slucajnosti. Primjeri deterministickih signala ukljuc¢uju sinusoidalne ili
pravougaone signale, te impulsne funkcije, koje su Cesto koristene u analizi fenomena koji
se pojavljuju u elektrotehnickim primjenama. Za analizu deterministickih signala naj-
cesce se koriste alati kao sto su Fourierova i Laplaceova transformacija, koje omoguéavaju
opisivanje signala u frekventnom domenu, gdje se mogu jednostavnije analizirati i obra-
diti. S druge strane, slucajni signali (ili stohasticki signali) sadrZe elemente neizvjesnosti
i njihovo ponasanje ne moze se sa sigurnoséu predvidjeti. Ovi signali su karakteristi¢ni
za sisteme u kojima su prisutni Sumovi ili drugi nepredvidivi utjecaji, poput komunikaci-
onih kanala, radarskih sistema i biomedicinskih aplikacija. Za obradu i analizu slucajnih
signala koriste se teorija vjerovatnoce, statisticka analiza, te alati poput funkcija gustine
vjerovatnoce i korelacionih funkcija. Jedan primjer upotrebe deterministickih i sluc¢ajnih
signala je u komunikacionim sistemima, gdje se recimo sinusoidni signal koristi kao signal
nosioca u postupku amplitudne modulacije, a korisni signal (govor ili muzika) predstav-
lja slucajni signal koji nosi informaciju. Nadalje, slucajni signali se mogu koristiti i za
modeliranje sSumova u tim sistemima, kako bi se dizajnirali filteri koji mogu minimizirati
nezeljene smetnje, poput Wienerovog ili Kalmanovog filtra.



Uvod

Teorija slucajnih signala nalazi Siroku primjenu u razli¢itim oblastima, posebno tamo
gdje su prisutni nepredvidivi ili varijabilni faktori. Kao primjer, mogu se navesti dva
kljuéna scenarija u kojima je neophodna upotreba alata za obradu slucajnih signala, a
to su problemi modeliranja i automatskog prepoznavanje govora, te problem optimalnog
otklanjanja Sumova. Naime, govorni signal se cesto tretira kao slucajni signal zbog vari-
jabilnosti koja potice iz razlic¢itih izvora, kao sto su govornik, pozadinska buka i akusticki
uslovi, i skoro nemoguce ga je opisivati konvencionalnim pristupima svojstvenim determi-
nistickim signalima. U skladu s tim, u postupku obrade govornih signala tipi¢no se koriste
analize korelacije, spektralne analize i skriveni Markovljevi modeli, koji omogucéavaju da
se uocene promjene u govornom signalu efikasno modeliraju. To omoguéava realizaciju
sistema za prepoznavanje glasa u sistemima poput digitalnih asistenata ili sistema za pre-
poznavanje govora u automobilima, gdje se signal mora razumjeti uprkos prisustvu Suma.
Nadalje, u komunikacionim sistemima, Sum i eho su neizbjezni problemi koji narusavaju
kvalitet prenosa signala, posebno u telekomunikacijama i audio sistemima. Adaptivne
metode, kao $to su Wienerov filter ili algoritam najmanjih kvadrata (LMS) se mogu ko-
ristiti za dinamicko prilagodavanje i filtriranje Suma u realnom vremenu. Ove metode se
zasnivaju na procjeni statistickih svojstava ulaznih signala i na taj nacin omogucavaju
ucenje i optimizaciju filtera za postizanje najboljih performansi. Tako npr. u takozvanim
hands-free sistemima, algoritmi za uklanjanje eha koriste adaptivne filtre kako bi smanjili
povratni zvuk iz zvuénika u mikrofon, poboljsavajuci tako kvalitet zvuka tokom poziva.

Teorija vjerovatnoée pruza matematicki okvir za razumijevanje i modeliranje nesi-
gurnosti, koja je prisutna u mnogim aspektima zivota i nauke. Njena primjena postaje
neophodna kada je potrebno modelirati dogadaje ¢iji ishod nije moguée ta¢no predvidjeti,
veé se moze opisati samo u domenu vjerovatnoée. Motivacija za uvodenje teorije vjerovat-
noce lezi u potrebi da se kvantificiraju slucajni dogadaji u prirodi, drustvu i tehnologiji, od
predvidanja vremenskih prilika do analize finansijskih trzista. Historijski gledano, teorija
vjerovatnoce je formalno uvedena u 17. stoljeéu, prvenstveno kroz radove Blaisea Pascala
i Pierre-Simona Laplacea, kako bi se analizirali problemi kockanja i igre na sre¢u. To-
kom vremena, njena primjena se prosirila na mnoge naucne discipline, ukljucujuéi fiziku,
biologiju, statistiku i inZenjering. Njeno brzo Sirenje u nauci i tehnologiji dolazi s indus-
trijskom revolucijom, kada je postalo klju¢no analizirati sloZzene sisteme sa stohastickim
ponasanjem. Jedna od intrigantnih karakteristika teorije vjerovatnoce je tanka granica
izmedu determinizma i vjerovatnoce. Svi eksperimenti, bez obzira na njihovu prirodu, u
teoriji se mogu smatrati deterministickim, jer svaki rezultat ima svoj uzrok. Medutim,
u praksi, mnogi eksperimenti sadrze slozenost ili nepoznate faktore koje se ne mogu di-
rektno kontrolirati, zbog ¢ega se uvodi vjerovatnocéa kao alat za opisivanje rezultata. Na
primjer, bacanje novci¢a je deterministicki proces u kojem su sve sile i faktori poznati,
ali zbog nesposobnosti da se ti faktori precizno izmjere i kontrolisu, tretira se kao sluca-
jan dogadaj. Kroz ovu granicu izmedu slucajnosti i determinizma, teorija vjerovatnoce
ne samo da pruza alat za analizu nesigurnih situacija, ve¢ i pomaze da se bolje razumije
svijet u kojem uvijek postoji element neizvjesnosti, bez obzira na sposobnosti modeliranja.

Veéina numerickih primjera u knjizi, kao i mnoge teorijske tvrdnje su demonstri-
rane, provjerene ili ilustrovane koristenjem programskog jezika Python. On predstavlja
trenutno jedan od najpopularnijih jezika za ra¢unarsku obradu i analizu stohastickih (slu-
¢ajnih) signala, zahvaljujuéi svojoj jednostavnosti, ¢itljivosti i Sirokom spektru dostupnih
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biblioteka. Jedna od klju¢nih prednosti Pythona je njegova prilagodljivost i otvorenost,
Sto ga ¢ini dostupnim za razli¢ite vrste inzenjerskih i naucnih zadataka, ukljucujuéi ana-
lizu signala, statisticku obradu, masinsko ucenje i simulacije. U globalnim razmjerama,
Python je jedan od najcesée koristenih jezika u obrazovanju, istrazivanju, te u industri-
jama poput finansija, masinskog ucenja, procesiranja podataka i inZenjeringa, Sto ga ¢ini
izvanrednim izborom i za stohasticku analizu signala i modeliranje. U oblasti stohastickih
signala, Python omogucéava istrazivacima i inZzenjerima jednostavno modeliranje, simula-
ciju i analizu slucajnih procesa koristenjem gotovih biblioteka, kao sto su ,NumPy”,
»SciPy”,  Matplotlib”, i ,Pandas”. Ove biblioteke pruzaju robusne alate za statisticku
analizu, obradu podataka i vizualizaciju. Osim $to je i besplatan, Python je podrzan
u mnogim aktuelnim okruzenjima kao sto su Google Colab, Jupyter Notebook, Spyder,
Anaconda i sli¢no, koji ga ¢ine jednostavnim za upotrebu i prilagodljivim za razli¢ite po-
trebe. Mnogi od ovih alata omogucavaju korisnicima da pisu i izvrSavaju Python kodove
direktno iz web pretrazivaca (,na cloud-u”), sto je idealno za ucenje, istrazivanje i brzu
analizu i ne zahtijeva dodatna lokalna podesavanja okruzenja. Kodovi u ovoj knjizi su
pisani u verziji 3 programskog jezika Python, a prilagodeni su za koriStenje u Jupyter
Notebook ili Google Colabu. Medutim, bilo koja od Python baziranih platformi moze
biti odgovarajuca za koristenje.

Ova knjiga pruza sveobuhvatan uvod u terminologiju i konceptualne okvire u vezi
sa slucajnim signalima i procesima, zajedno s velikim brojem numerickih i programskih
primjera. Cilj knjige je da citaoci steknu osnovno znanje o stohastickim procesima i
alatima neophodnim za njihovu analizu, dok ée pruzeni programski kodovi omoguditi
prakticno testiranje i primjenu naucenog. Svi programski kodovi dostupni su na linku
https://github.com/esokic/ssp, gdje se nalaze i uputstva za podesavanje program-
skog okruzenja i vodenje kroz koristenje kodova iz svakog poglavlja. Citaoci se ohrabruju
da aktivno prate kodove i koriste ih samostalno, jer ¢e na taj nacin imati priliku da iste
prilagode vlastitim potrebama i eksperimentisu s razli¢itim scenarijima. S obzirom na
to da se radi o generisanju slucajnih promenljivih i procesa, kodovi su dizajnirani tako
da ¢e Cesto rezultati ponovnog izvrsavanja biti razliciti, Sto je susStina rada sa slucajnim
signalima. Promjena rezultata pri svakom izvrSavanju pomaze u razumijevanju prirode
stohastickih procesa, te ¢ini knjigu interaktivnom i dinami¢nom za korisnike koji zele
dublje istraziti ovu tematiku.

Sretno!
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1. Osnove teorije vjerovatnoce

Za deterministicke signale se moze re¢i da su jednoznacno odredeni svojim analitickim
zapisom. Npr. sinusni signal sa poznatom amplitudom A, kruznom frekvencijom w i fazom
¢ je u potpunosti odreden kao y(t) = Asin(wt + ¢), te je mogude izracunati (predvidjeti)
njegovu vrijednosti u bilo kojem vremenskom trenutku t.

S druge strane, postoje signali ¢ije se ponasanje ne moze opisati u zatvorenoj formi
(npr. signal govora, signal Suma i sl.), a njihova amplituda djeluje kao da poprima potpuno
slucajne vrijednosti. Ovakvi signali su itekako znacajni, jer se izuzetno cesto pojavljuju
kako u svakodnevnom zivotu, tako i u tehnickim primjenama. Ti signali su, po pravilu,
do odredene mjere nepredvidivi (“sluc¢ajni”), pa se nazivaju i slucajni signali. Nerijetko
se moze primijetiti da kod “slucajnih” signala postoje odredene meduzavisnosti izmedu
pojedinih realizacija, kao i zavisnosti trenutnih i prethodnih vrijednosti, koje neke sig-
nale ¢ine, uslovno receno, “manje slucajnim” od drugih. Da bi se ove pojave na odreden
nadin opisale, slu¢ajni signali se kvantificiraju statistickim pokazateljima (npr. ocekiva-
nom vrijednoséu, varijansom, autokorelacionom funkcijom i sl.). Kao sto ¢e biti izlozeno
u narednim poglavljima, neophodno je prvo do odredene mjere ovladati matematskim
aparatom za opisivanje slucajnih signala, a tek nakon toga opisati kompleksnije postupke
njihove analize i obrade, kao $to su npr. njihovi prolasci kroz linearne i nelinearne dina-
micke sisteme.

Slucajni signali se u svom opisu u velikoj mjeri oslanjaju na teoriju vjerovatnoée. U tu
svrhu, u narednim poglavljima ¢e biti obradeni osnovni pojmovi iz teorije vjerovatnoce,
neophodni za opis i analizu slucajnih signala.

1.1 Osnovni pojmovi

U okviru teorije vjerovatnoée se uvodi nekoliko vaznih pojmova: eksperiment, ishod, do-
gadaj, elementarni dogadaj i prostor elementarnih dogadaja.

Eksperiment predstavlja proceduru koja se provodi kako bi se ostvario odredeni rezul-
tat. Veoma cesto se taj postupak provodi hipotetski. Primjer eksperimenta je “bacanje
novcica tri puta uzastopno”, “mjerenje temperature u prostoriji”, “brojanje studenata u
ucionici”.

Postoje dva tipa eksperimenta:

o slucajni - kod takvog eksperimenta rezultati nisu jednoznac¢no odredeni uslovima
pod kojima se eksperiment provodi. Primjer slucajnog eksperimenta je “bacanje



Slucajni signali i procesi

kockice za igru”. Kod slucajnih eksperimenata nuzno je pretpostaviti da se eksperi-
ment moze ponoviti pri istim uslovima, za svaku pojedinu realizaciju.

o deterministicki - kod takvog eksperimenta rezultati su jednoznac¢no odredeni uvje-
tima pod kojima se isti provodi - npr. eksperiment bacanja lopte u “kosom hicu”
predvida da ¢e pri istim uvjetima lopta uvijek pasti na isto mjesto.

Zanimljivo je primijetiti da se i svaki , deterministicki” eksperiment u realnom okruzenju
moze posmatrati i kao slucajni - npr. zbog nepostojanja ,,idealnih” uslova pri izvodenju
eksperimenta, bacena lopta ée svaki put zavrsiti na malo drugacijoj poziciji (Sto se moze
modelirati kao slucéajnost). Takoder, slucajni eksperiment, kao Sto je bacanje novcic¢a, bi
se uz savrseno tacan model i poznavanje svih uvjeta pod kojim se eksperiment izvodi,
mogao predvidjeti, tako da zapravo ne bi bio slucajan veé de-facto deterministicki.

Ishod (eng. outcome) predstavlja moguéi rezultat izvrSenog eksperimenta. Ishodi eks-
perimenta se Cesto obiljezavaju sa grcékim slovom €. Ukoliko je primjer eksperimenta dat
sa “bacanje novci¢a pet puta”, tada ukoliko se pretpostavi da ée novci¢ pasti samo na

“glavu” ili “pismo” mogudi ishodi eksperimenta su & = "pismo” — "pismo” — "pismo” —
"pismo” — "pismo”, & = "pismo” — "pismo” — "pismo” — "pismo” — "glava” do &N =
"glava” — "glava” — "glava” — "glava” — "glava” (ukupno N = 25 kombinacija). Bitno

je naglasiti da je pojam ishoda usko vezan sa pojmom kao i na¢inom definiranja eksperi-
menta.

Dogadaj (eng. event) predstavlja skup ishoda eksperimenta. VaZno je naglasiti da
dogadaj predstavlja skup i da u aksiomatskoj teoriji vjerovatnoée zapravo algebra nad
dogadajima predstavlja svojevrsnu repliku Bool-ove algebre nad skupovima. Primjer do-
gadaja u eksperimentu bacanja novéiéa pet puta je A={pismo se pojavilo paran broj
puta}, ili B={¢&,&,,&7}. Svaki dogadaj predstavlja podskup prostora elementarnih do-
gadaja. Za slucajan dogadaj A se kaze da se ostvario ako je rezultat ekspe-
rimenta jedan od mogudéih ishoda koji pripadaju skupu A. Dogadaj koji ¢e se
sigurno ostvariti predstavlja siguran/pouzdan/izvjestan dogadaj. Dogadaj koji se nede
ostvariti predstavlja nemogué¢ dogadaj. Dogadaj koji nije ni siguran ni nemogué¢ naziva
se slucajan (neizvjestan).

Elementarni dogadaj se moze definirati na vise nacina. Ako se dogadaj, pri istom
eksperimentu, ne moze rastaviti na jednostavnije, onda se naziva elementarni dogadaj, a
u protivnom je sloZeni dogadaj. Prema drugoj definiciji, elementarni dogadaj predstavlja
dogadaj koji ukljucuje samo jedan ishod (npr. A = {£3}). Prema trecoj definiciji, ako se
neki eksperiment moze zavrsiti sa n moguéih ishoda, svaki od tih ishoda je elementarni
ishod (odnosno dogadaj). Primjer elementarnog dogadaja je “pao je broj tri na kockici za
igru”, dok je primjer dogadaja “pao je broj manji od tri” (jer implicira dva elementarna
dogadaja - “pao je broj jedan” i “pao je broj dva”).

Vazno je napomenuti da se pojam elementarni ishod i elementarni dogadaj Cesto ko-
riste u istom kontekstu. Razlika je u tome Sto je elementarni ishod predstavlja ishod
eksperimenta (§) dok elementarni dogadaj zapravo predstavlja dogadaj (skup) koji sadrzi
samo jedan element {&}.

Potpun skup ili prostor elementarnih dogadaja/ishoda (eng. sample space) pred-
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1. Osnove teorije vjerovatnoce

stavlja skup svih elementarnih dogadaja (ishoda) koji su medusobno iskljucivi i sveobu-
hvatni. Dakle, to predstavlja skup “svih mogué¢ih” ishoda. Obiljezava se sa € ili S.
Prostor elementarnih dogadaja predstavlja siguran dogadaj. S druge strane, prazan skup
predstavlja nemogué¢ dogadaj.

Ansambl - predstavlja skup svih ishoda/dogadaja sa njima pripadajuéim vjerovatno-
¢ama.

Primjer 1.1:

Neka je “bacanje novéi¢a jednom” razmatrani eksperiment. Definirati ishode, pros-
tor elementarnih ishoda, i nekoliko primjera dogadaja.

Rjesenje:
Ishod predstavlja mogucéi rezultat izvrsenog eksperimenta. Kao rezultat bacanja nov-
¢ica moze se dobiti pismo ili glava. Shodno tome postoje dva moguca ishoda:

& = pismo i & = glava

Prostor elementarnih dogadaja (ishoda) predstavlja skup ,svih mogucih” ishoda. Kako
su svi mogudi ishodi ve¢ prethodno navedeni, moze se oformiti i njihov skup:

Q= {61’52}

Dogadaj predstavlja skup ishoda eksperimenta. Razlikuje se ostvareni, siguran, nemo-
gu¢ i slucajan dogadaj. Neki od primjera dogadaja su:

A = {pojavilo se ili pismo ili glava}
B = {pismo se pojavilo paran broj puta}

C = {pojavilo se pismo}

Primjer 1.2:

Neka je eksperiment “bacanje dvije kockice za igru jednom”. Definirati prostore
elementarnih dogadaja ako:

e se posmatra pojavljivanje brojeva na gornjoj strani obje kockice,
e se posmatra zbir brojeva na gornjim stranama kockica,

e redni broj bacanja u kojem su se prvi put pojavile trojke na obje kockice
istovremeno,

e ugao izmedu ravnina koje odgovaraju stranicama kockica na kojima se nalaze
jedinice.

Za svaki nacin izvodenja eksperimenta definirati:

15
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o nekoliko slucajnih dogadaja,
¢ nekoliko izvjesnih dogadaja,

o nekoliko nemogué¢ih dogadaja.

Rjesenje:

e Ako se posmatraju brojevi na gornjim stranama kockica, tada se prostor ele-
mentarnih dogadaja 2 sastoji od uredenih parova brojeva 1, 2, 3, 4, 5 i 6 tj.

Q=4{(1,1),(1,2),..,(6,5),(6,6)}
— slucajan dogadaj: “na kockicama su pali isti brojevi”,
— siguran dogadaj: “na prvoj kockici je pao broj vedi ili jednak od 1, na drugoj
isto”,
— nemogu¢ dogadaj: “na jednoj od kockica je pao broj veéi od 6”.
¢ Ukoliko se posmatra zbir brojeva na gornjim stranama kockica skup elementarnih
dogadaja se sastoji od 11 brojeva i ima oblik: Q ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
— slucajan dogadaj: “zbir brojeva na gornjim stranama kockica jednak je 117,

— siguran dogadaj: “zbir brojeva na gornjim stranama kockica je manji od
1377

— nemogu¢ dogadaj: “zbir brojeva na gornjim stranama kockica je manji od
27,

o Prilikom odredivanja rednog broja bacanja u kojem ¢e se kao ishod pojaviti broj
3 na obje gornje strane kockica, skup elementarnih dogadaja je ekvivalentan
skupu prirodnih brojeva tj. 2 = N.

— slucajan dogadaj: “redni broj bacanja na kome se ostvario zeljeni ishod je
377’

— siguran dogadaj: “redni broj bacanja na kome se ostvario Zeljeni ishod je
vedi ili jednak 17,

— nemogu¢ dogadaj: “redni broj bacanja na kome se ostvario Zeljeni ishod je

negativan”.

o Ako se kao ishod posmatra ugao koji ¢ine strane ravni strana kockica na kojima
se nalazi broj 1, skup elementarnih dogadaja je ekvivalentan skupu Q = [—m, 7).

— sludajan dogadaj: ugao koji zaklapaju ravni strana kockica je jednak 7/2,
— siguran dogadaj: ugao koji zaklapaju ravni strana kockica je manji od 27,

— nemogu¢ dogadaj: ugao koji zaklapaju ravni strana kockica je veéi od 2.
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1. Osnove teorije vjerovatnoce

Primjer 1.3:

Neka je eksperiment “bacanje novci¢a dok se ne pojavi pismo”. Predloziti mogudée
ishode i prostor elementarnih dogadaja.

Rjesenje:
Moguéi ishodi eksperimenta su:

& = pismo

& = glava - pismo

&3 = glava - glava -pismo

&y, = glava - glava - glava - pismo

Prostor elementarnih dogadaja se definira kao

Q= {£,|€, = (glava - ... - glava)-pismo,n € N }.

n—1 put

Primjer 1.4:

Neka je eksperiment “mjerenje temperature u prostoriji”. Predloziti moguce ishode
i prostor elementarnih dogadaja.

Rjesenje:

Moguéi ishodi za mjerenje temperature su: & = 21°C, & = 32.1°C, &5 = —3.22°C),
&y = 56.2°C, itd. Obgzirom da postoji beskona¢no mnogo moguéih ishoda, i pros-
tor elementarnih dogadaja za eksperiment mjerenja temperature teoretski predstavlja
polusegment ) = [—273.15°C, +00).

Iz navedenih primjera se moze vidjeti da prostor elementarnih dogadaja/ishoda moze
biti konacan, prebrojiv ili kontinualan. Ukoliko je prostor elementarnih dogadaja/ishoda
konacan ili prebrojiv tada se prostor elementarnih dogadaja naziva diskretnim, a u
protivnom je kontinualan.

1.2 Relacije medu dogadajima

Cesto se za rad nad dogadajima koristi tzv. ,algebra dogadaja”, koja zapravo predstavlja
svojevrsni ekvivalent Bool-ove algebre nad skupovima. U skladu s tim, vrijedi:

1. Ako svako ostvarivanje dogadaja A povlaéi (implicira) dogadaj B tada A povlaci B,
odnosno A C B.
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. Dva dogadaja su ista, akko A C Bi B C A.!

. Dogadaj B je suprotan (komplementaran) dogadaju A ako i samo ako se realizuje

dogadaj B, a dogadaj A se ne realizuje, i obrnuto, te se obiljezava sa B = A.

. Ako se dogadaj C realizuje ukoliko se realizuje ¢ dogadaj A i dogadaj B, tada C

predstavlja presjek dogadaja A i B, odnosno oznacava sa C = AN B = AB.

. Dogadaji A i B su disjunkini ako se ne mogu ostvariti istovremeno (AB = {)). Za

dogadaje A i B kazemo da se iskljuc¢uju. Vise dogadaja se iskljucuje ako se uvijek
moze desiti samo jedan od njih.

. Ako se dogadaj C ostvaruje ukoliko se realizuje barem jedan od dogadaja A ili B

tada je C unija dogadaja A i B, odnosno oznacava sa C = AUB = A+ B.

. Ako se dogadaj C ostvaruje samo ukoliko se dogodi dogadaj A, ali ne i dogadaj B,

tada se C naziva razlika dogadaja C = A\ B.

. Posljedica: za svaki dogadaj X C Q vrijedi X UX =Qi X NX =0.

1.3 Pojam vjerovatnoce

Kako bi se u dovoljnoj mjeri mogao procijeniti moguéi ishod eksperimenta uvodi se pojam
vjerovatnoce. U literaturi, postoje Cetiri pristupa uvodenja teorije vjerovatnoce:

o Pristup baziran na intuiciji. To je pristup koji je baziran na iskustvu, a veoma Cesto

za njega nema racionalnog objasnjenja, kao npr. izjava “Amila ée se vjerovatno udati
za Emira”. Drugi karakteristican primjer je sljedeéi. Neka se baca novcié 10 puta i
svaki put nov¢i¢ pada na istu stranu. Prirodno je ocekivati da ¢e tipican ispitanik
reéi da je vjerovatnije da ¢e i 1l.put pasti na istu stranu (jer nesto “ocigledno
nije uredu s novéi¢em”), iako je padanje ispravnog novéi¢a na istu stranu 10 puta
uzastopno jednako vjerovatno kao i bilo koji drugi ishod.

Pristup klasicne teorije. Kod ovog pristupa se pretpostavlja da su svi ishodi jednako
vjerovatni (ili izgledni - eng. likelihood) i da je potpun skup (prostor elementarnih
ishoda) konacan. Ovaj pristup omoguéava izrac¢unavanje vjerovatnoce da se u dva
bacanja novéi¢a barem jednom pojavi pismo.

Pristup baziran na frekvenciji pojavljivanja. Naime, eksperiment se ponavlja n puta
i vjerovatnoca da se desi neki dogadaj se racuna kao P[E] = limy o "2, pri cemu
je ng broj ostvarivanja dogadaja E pri ponavljanju eksperimenta n puta.

Aksiomatska teorija. Pristup je predlozen od strane Kolmogorova tridesetih go-
dina proslog vijeka, te prevazilazi nedostatke ostalih pristupa (kona¢nost potpunog
skupa, jednaku izglednost) na nacin da se neophodni pojmovi uvode aksiomatski, a
potom se teorija nadgraduje na uvedenom.

1Vazno je napomenuti da se nekada koriste oznake za podskup (C) i za pravi podskup (C). Razlika

je sto prva oznaka dozvoljava da A bude jednako B.
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U nastavku ¢e kao osnovni pristup biti koristena aksiomatska teorija vjerovatnoce, ali ¢e u
svrhu $to boljeg inzenjerskog razumijevanja materije biti izbjegnuta matematska strogost
na mjestima na kojima to bude moguce i opravdano.

Vjerovatnocéa P(-) se uvodi nad skupom A kao funkcija nad skupom koja svakom do-
gadaju pridruzuje “vjerovatnoéu” dogadaja takvu da:
e Aksiom 1 - Za bilo koji dogadaj A, P(A) > 0 (tzv. nenegativnost vjerovatnoce).

e Aksiom 2 - Za potpun skup (prostor elementarnih dogadaja) Q vjerovatnoca je
data sa P(2) = 1 (tzv. normalizacija vjerovatnodce).

e Aksiom 3 - Ako se dva dogadaja medusobno iskljuc¢uju (disjunktni su, odnosno
ANB=10) tada je P(AUB) = P(A) + P(B).

Iz prethodnih aksioma slijede vazne posljedice:

e« P

« P(EUF)=P(E)+ P(F) — P(EF)

Bitno je napomenuti da je vjerovatnoca funkcija koja je aksiomatski uvedena nad sku-
pom, a ne nad pojedinacnim ishodima. U skladu s tim, ispravno bi bilo pisati
P({&}) ili P({&1,62,851)), ali se viticaste zagrade {-} Cesto ne piSu zbog preglednosti i
kraceg zapisa.

Iz navedenog se jednostavno moze zakljuciti da ukoliko potpun skup €2 sadrzi konacan
nenulti broj N jedinstvenih i medusobno iskljucivih ishoda/dogadaja tada je vjerovatnoca
jednako vjerovatnog dogadaja/ishoda data sa P(§,) = 1/N.

Primjer 1.5:

Izracunati vjerovatnoéu da igracéa kockica padne na neki od brojeva {1,2,3} (do-
gadaj A).

Izracunati vjerovatnoéu da igrac¢a kockica padne na neki od brojeva {2,4,6} (do-
gadaj B).

Izracunati vjerovatnocu da se desi dogadaj A ili dogadaj B.

Rjesenje:
Eksperiment je bacanje kocke. Moguéi ishodi eksperimenta su pojavljivanje brojeva
od 1 do 6, $to se moze oznaciti sa &1, o, ..., & Moguce je definirati dogadaje A i B:

A={6,8,8)
B = {&,¢,8}
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Uz pretpostavku ,savrsene” igrace kocke, vjerovatnoéa da kocka padne na bilo koji
broj iznosi P(&,) = & (pristup klasi¢ne teorije). Takoder, moZe se pretpostaviti da je
skup ishoda konacan.

Posto se ishodi medusobno iskljucuju, vrijedi:

P(A) = P(&) + P(&) + P(&) = g _ %
Takoder, za dogadaj B vrijedi:
P(B) = P(&) + P(€4) + P(&) = % _ %

Vjerovatnoca da se desio dogadaj A ili dogadaj B se moze izracunati kao:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AB) = P(A) + P(B) — P(&;) — g

+1 1
2 6

DN =

Primjer 1.6:

Izracunati vjerovatnocu da ¢e suma brojeva sa dvije bacene kocke biti jednaka 5.

Rjesenje:

Prostor elementarnih dogadaja je dat sa: Q = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)} koji ima
Ny = 36 jednako vjerovatnih elementarnih ishoda. Suma brojeva sa dvije bacene
kocke ¢ée biti jednaka 5 u sljede¢im sluc¢ajevima:

A=1{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} (1.1)

Prema tome, vjerovatnoca dogadaja A je: p(A) = n/nu, = 4/36 ~ 0.11.

Vazno je primijetiti da neadekvatno odabran prostor elementarnih dogadaja 2 moze
dovesti do pogresnog zakljucka. Naime, da se u ovom zadatku ishodi tretiraju kao
suma brojeva, odnosno ' = {2,3,...,12} sa 11 moguéih ishoda, tada bi se moglo
pomisliti da je rjeSenje p(A) = n/n,, = 1/11 Sto bi bio pogresan odgovor, jer svi
ishodi iz €’ nisu jednako vjerovatni!

Rjesenje ovog zadatka koristenjem Python razvojnog okruzenja je ilustrovano pro-
gramskim kodom 1.1.

PROGRAMSKI KOD 1.1

N = 10000 # Definira se broj bacanja kockice

# GeneriSe se N bacanja kockice
kockical = np.random.randint(1l, 7, size
kockica2 np.random.randint (1, 7, size

N)
N)

zbir_brojeva = kockical + kockica2

broj_petica = np.sum(zbir_brojeva == 5)
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vjerovatnoca = broj_petica/N

print(f"Vjerovatnoéa da je suma dobijenih cifara 5 je: {vjerovatnoca * 100:.2f}%.")

1.3.1 Zajednicka i uslovna vjerovatnocéa

Dva dogadaja A i B su zavisni ako vjerovatnoéa jednog dogadaja ovisi od pojavljivanja
ili nepojavljivanja drugog dogadaja u istom eksperimentu. U protivhom dogadaji su
nezavisni.

Ako su dogadaji A i B nezavisni, tada je vjerovatnoca njihovog presjeka, tzv. zajed-
nicka vjerovatnoca, jednaka proizvodu vjerovatnoca pojedinih dogadaja:

P(ANB) = P(A) - P(B) (1.2)

Ako su dogadaji A i B zavisni, tada se vjerovatnoca da se desi i dogadaj A i dogadaj
B mora racunati preko tzv. wuslovne vjerovatnoce. Vjerovatnoca da se desi dogadaj B
ukoliko se veé¢ desio dogadaj A se obiljezava sa P(BJ|A) i lita “vjerovatnoda od B ako je
A”. Ukoliko su dogadaji A i B zavisni tada se vjerovatnoéa presjeka dogadaja rac¢una kao
(u literaturi poznatiji kao multiplikacijski teorem):

P(ANB)=P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B) (1.3)
Ovaj princip se moze prosiriti na vise dogadaja, npr.:

P(ABC) = P(C|AB)P(AB) = P(C|AB)P(B|A)P(A) (1.4)

Primjer 1.7:

Neka je eksperiment “bacanje novci¢a dok se ne pojavi pismo”. Izracunati vjero-
vatnocu n-tog ishoda &,.
(Zadatak se moze rijesiti i koristenjem racunara.)

Rjesenje:

Uz pretpostavku da su pismo i glava jednako vjerovatni, vjerovatnoca pojavljivanja
pisma/glave iznosi P = 0.5. Dogadaj ,Prilikom n-tog bacanja nov¢iéa se pojavilo
pismo” se moze oznaciti sa F),, a njemu suprotan dogadaj sa G,,.

Dogadaj £,="Pismo se prvi put pojavilo prilikom n-tog bacanja novci¢a” se desio
ako 1 samo ako se prilikom n-tog bacanja pojavilo pismo, dok je u svim prethodnim
bacanjima dobivena glava.

Na osnovu toga, vjerovatnoca da je pismo prvi put dobiveno prilikom prvog bacanja
iznosi:

P(&) = P(F),
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prilikom drugog bacanja:
P(&) = P(G1F2),
itd., sto u generalnom slucaju daje:
P(&,) = P(G1G2Gs3 - - G_1 Fy) (1.5)
Ovo se dalje moze napisati kao

P(&n) = P(G1)P(G2/G1)P(G3/G1Ga) - - P(F/G1Ga - Gn1)

Svaka od ovih uslovnih vjerovatnoéa iznosi P, jer u konkretnom slucaju, ishod bacanja
ne zavisi od ishoda prethodnih bacanja. Tako se dolazi do konac¢nog rezultata:

P(&,) = P" = (0.5)"

Programskim kodom 1.2 je moguée potvrditi ove analiticke rezultate.

PROGRAMSKI KOD 1.2

M = 10000 # Broj ponavljanja eksperimenta
vektor_rezultata = np.zeros(100)

for i in range(M):
# Baca se novéié dok me padne pismo
brojac = 0

ishodi = ['pismo', 'glava'l
ishod = "'
while (ishod != 'pismo'):

# Bacamo novcié
ishod = np.random.choice(ishodi)
brojac += 1

# U ovom eksperimentu je novcié pao nma pismo u "brojac" bacanju
vektor_rezultatal[brojac] += 1

# Ispis prvih 5 wjerovatnoéa u postocima

vjerovatnoce_5 = vektor_rezultatal[0:5]/M*100

print("Vjerovatno¢a da je nov&i¢ pao na pismo prvih 5 bacanja:")
print("[" + ", ".join([£"{vj:.2f})" for vj in vjerovatnoce_5]) + "]")

Vjerovatno¢a da je nov¢i¢ pao na pismo prvih 5 bacanja:
[0.00%, 49.59%, 25.35}, 12.87%, 6.32%]

1.3.2 Bayesov teorem

Neka dogadaj A moZe nastupiti ako se pojavi jedan od disjunktnih dogadaja B;(i =
1,2, ...,n) koji ¢ine potpun skup. Tada se vjerovatnoda dogadaja A moze izracunati preko
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sljedece relacije (formula potpune vjerovatnode):
P(A) = ZP(A\BO - P(B;) (1.6)
i=1
Ukoliko je potrebno izrac¢unati uslovne vjerovatnoce nakon sto se desio dogadaj A,
tada se koristi tzv. Bayesov teorem:
P(By)P(A|By) P(By,)P(A|By)

P(Bg|A) = ST P(AB,) - P(B) P (1.7)

Vazno je primijetiti da se P(Bg|A) naziva jo$ i aposteriori vjerovatnoéa dogadaja By na-
kon A, dok se P(A|By) zove apriori vjerovatnoéa dogadaja A nakon By. S druge strane,
P(By,) se zove kauzalna (uzro¢na) ili apriori vjerovatnoéa Bj,.

Primjer 1.8:

Neka su u eksperimentu bacanja dvije igra¢e kocke definirana dva dogadaja. Do-
gadaj A je dat sa “zbir vrijednosti je paran broj”, a dogadaj B je dat sa “zbir
vrijednosti je djeljiv sa 5”. Izracunati vjerovatnoéu da se dogodio dogadaj A ako
se dogodio dogadaj B.

Rjesenje:

U zadatku se trazi uslovna vjerovatnoca, odnosno vjerovatnoéa dogadaja A ukoliko se
desio dogadaj B. To se oznacava sa P(A|B). Dogadaj B, ,zbir vrijednosti je djeljiv
sa 5” vazi za sljede¢e kombinacije bacanja dvije igra¢e kocke:

(L4)V(4,1)V(2,3)V(3,2) vV (5,5)V (6,4)V (46)
To je ukupno 7 povoljnih dogadaja. Ukupan broj mogucih dogadaja je 36 pa je vjero-

vatnocda da se desio dogadaj B data sa:

7
P(B) = g5 ~ 0194

Dogadaj A, ,zbir vrijednosti je paran broj” vazi za sljedeée kominacije bacanja dvije
igrace kocke:

Analogno se moZe pokazati da je P(A) = 18/36 = 0.5. Vidi se da su ishodi:
(5,5), (6,4), (4,6) zajednicki za oba dogadaja, tj.:

P(AB) = =
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Do ovog rezultata se moze doé¢i ne samo preko zajednickih ishoda, veé i koristenjem
unije ishoda. Naime, skup AV B sadrzi ukupno 22 razli¢ita ishoda (skup A i dodatno
(1,4) v (4,1) V (2,3) V (3,2)). Obzirom da vrijedi:

P(AV B) = P(A) + P(B) — P(AB) (1.8)

tada je:
18 7 22 3
P(AB)=P(A)+ P(B)—P(AVB)= —4+ — — — = —
(AB) = P(A) + P(B) = P(AV B) = oo + o5 — 55 = ¢

Odatle se zakljucuje:

P(AB) < 3
P(AIB) = = 36 — ~ ~0.4286
P(B) % 7
Analogno se moze pokazati:
P(AB) = 3
P(B|A) = =38 = — ~(.1666
(Bl4) P(A) % 18

Tumacenje prethodne relacije je sljedeée. Ukoliko se ostvario dogadaj A, tada je
ukupan broj moguéih ishoda 18. S druge strane, ako se ostvario dogadaj A, tada su
se moguce realizacije iz skupa B smanjile sa:

(1,4) v (4,1) v (2,3) vV (3,2) V (5,5) V (6,4) V (4,6),

na:

(5,5) V (6,4) V (4,6).

Prema tome, od ukupno 18 moguéih ishoda iz skupa A, samo 3 ishoda, koja pripadaju
i skupu A i skupu B su od interesa. Vjerovatnocéa ostvarivanja tog dogadaja iznosi
P(B|A) = 3/18.

(Za vjezbu, rijesiti ovaj zadatak koriStenjem simulacionog okruzenja.)

Primjer 1.9:

Koliko ljudi se treba skupiti na nekom skupu da bi vjerovatnoca da barem dvije
osobe slave rodendan istog dana bila veéa od 70%?
(Zadatak je potrebno rijesiti koristenjem racunara.)

Rjesenje:

Radi jednostavnosti, neka se pretpostavi da svaka godina ima N = 365 dana (ne uzi-
maju se u obzir prestupne godine). Neka su dogadaji A i B definirani kao: A="dvije
ili viSe osoba slave rodendan na isti dan”, B="ne postoje bar dvije osobe koje slave
rodendan na isti dan”. Prilikom rjesavanja ovog zadatka, neka se posmatra vjerovat-

noéa dogadaja B. Time ¢e vjerovatnoc¢a dogadaja A biti P(A) = P(B) =1 — P(B).
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Ukoliko se na jednom skupu se nalazi n osoba, tada postoji N moguénosti za prvu
osobu da ne slavi rodendan na isti dan sa ostalim prisutnim. Analogno, za drugu
osobu N — 1 moguénosti i za n-tu osobu N — n + 1 moguénosti. Dan rodenja jedne
osobe moze se odabrati kao jedna od N mogucnosti, time postoji N™ moguénosti za
dan rodenja za n osoba. U skladu s tim, vrijedi sljedece:

P(B) = N(N—l)(N—NZn)...(N—kn—l) _ 1:[(1_%)
k=0

Da bi se proracunao minimalan broj osoba na jednom skupu, te da vjerovatnocéa bude
veca od 70% kako bi bar dvije osobe slavile rodendan na isti dan, potrebno je rijesiti
nejednakost:

P(B) <30%

Ovu nejednakost je najjednostavnije rijesiti numerickim putem. Uz pomenute uslove
moze se pokazati da je potrebno minimalno 30 osoba da bude na skupu, odnosno da
je rjesenje zadatka n,., = 30.

Simulacija 1.3 moze izracunati i vjerovatnocu da dvije osobe slave rodendan u isti dan,
za proizvoljan broj osoba na skupu.

PROGRAMSKI KOD 1.3

N = 80 # Definira se maksimalan broj ljudi na rodendanu

# Za zadani broj ljudi ponavlja se eksperiment M puta
# kako b7 se "izmjerila" vjerovatnoca
M = 2000

vjerovatnoce = np.zeros(N)
vektor_n = range(N)

for n in vektor_n:
broj_pozitivnih = 0
for m in range(M):
# GeneridSu se dani u godini kada slave rodjendan
rodjendani = np.random.randint(l, 365+1, size = n)

# Odreduje se da li tmaju dva ista broja

if len(rodjendani) != len(set(rodjendani)):
# u vektoru postoje dva ista broja
broj_pozitivnih = broj_pozitivnih + 1

vjerovatnoce[n] = broj_pozitivnih/M
ssp.slpromiD.grafik(vektor_n, vjerovatnoce,

x_labela = "$n$",
naslov = "Raspodjela vjerovatnoce $P(n)$")

25



Slucajni signali i procesi

Raspodijela vjerovatnoce P(n)
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1. Osnove teorije vjerovatnoce

Zadaci za samostalan rad

1. Data je elektri¢na shema:

Slika 1.1: Elektri¢na shema za Zadatak 1.

Svaki od prekidaca je, nezavisno od drugih, zatvoren sa vjerovatno¢om 0.5. Potrebno je
izrac¢unati vjerovatnoéu da je mreza AB zatvorena.

2. Domadéica zna pripremiti 4 vrste jela: begovu corbu, piletinu, pitu i punjene paprike.
Sedmicu zapocinje bilo kojim jelom sa jednakom vjerovatnotom. Zatim ponavlja jelo od
prethodnog dana sa vjerovatno¢om 0.4 ili odabire jedno od preostalih jela, koja su sva
jednako vjerovatna. Kolika je vjerovatnoca da Ce izbor jela biti piletina, piletina, begova
¢orba, pita, pita?

3. U kutiji se nalaze 3 obi¢na novc¢ic¢a i jedan defektni novéié, koji ima "glavu" na obje strane.
Na slucajan nacin se iz kutije bira jedan novci¢ i baca 2 puta.

(a) Potrebno je izracunati vjerovatnoéu da ée oba puta pasti "glava'.

(b) Ako je oba puta pala "glava', koliko iznosi vjerovatnoca da je iz kutije izabran ispravan
novcié?

4. Neka su date sljedece tri karte: crna karta (koja je crna sa obje strane), bijela karta (koja je
bijela sa obje strane) i mjesovita karta (koja je crna sa jedne, a bijela sa druge strane). Sve
karte su stavljene u Sesir i jedna je izvucena nasumice i stavljena na sto. Strana okrenuta
nagore je crna. Kakve su Sanse da je druga strana karte takoder crna?

5. Tri istrazivaca Toni, Alen i Ilhana su zarobljeni na udaljenoj planeti Ultrior od strane
vanzemaljaca. Vanzemaljci su odlucili da ¢e osloboditi jednog od njih. Glavni vanzemaljac
zna ko ¢e biti osloboden, ali im ne zeli direktno reéi. Toni, oCajnicki trazeéi informacije,
smislja plan i kaze vanzemaljcu:

"Ako je Alen izabran da bude osloboden, reci mi Ilhanino ime. Ako je Ilhana izabrana,

dvoje reéi." Vanzemaljac sljedeéeg dana kaze Toniju da Alen nece biti osloboden.
Toni sada misli da su mu Sanse porasle sa 1/3 na 1/2, jer vjeruje da je sada odluka samo
izmedu njega i IThane. On tiho prenosi informaciju Ilhani, koja postaje optimisti¢na, jer
ona smatra da Toni i dalje ima 1/3 Sanse, ali da su njene Sanse sada skocile na 2/3. Ko je
u pravu?

6. Na slu¢ajan nacin se biraju brojevi a i b iz segmenta [0,1]. Koja je vjerovatnoéa da ce
jednadina z2 4+ ax + b = 0 imati realna rjeSenja po nepoznatoj z?

7. Oko kocke je opisana lopta. Na slucajan nacin se bira tacka unutar lopte. Koja je vjero-
vatnoca da ¢e izabrana tacka biti i unutar kocke?
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2. Slucajna promjenljiva.
Modeli raspodjele
vjerovatnoce. Ocekivane
vrijednosti.

2.1 Slucajna promjenljiva

Ukoliko neki eksperiment moze kao rezultat imati odreden broj (elementarnih) medu-
sobno disjunktnih slu¢ajnih dogadaja A;, tada se svakom od njih moze na neki nacin
pripisati/pridruziti odredena numericka vrijednost V(4;) = X;. Obi¢no se brojevi X;
uzimaju tako da su medusobno razliciti brojevi, a dogadaji aranziraju na nacin da se nji-
hovi numericki reprezenti mogu sortirati, odnosno X; > X;_; . Ovaj princip, prakticno,
predstavlja svojevrsno preslikavanje prostora elementarnih dogadaja € na skup realnih
brojeva (slika 2.1).

Slucajna promjenljiva V(4;)

definirana na 2

Linija realnih brojeva

Prostor elementarnih dogadaja (2

Slika 2.1: Preslikavanje prostora elementarnih dogadaja ) na realnu osu

Vrijednost X; koju moze poprimiti slu¢ajni dogadaj se naziva slucajna pro-
mjenljiva X. U zavisnosti od toga da 1i je skup Q diskretan (ili prebrojiv) ili je konti-
nualan, i slu¢ajna promjenljiva X moze biti diskretna ili kontinualna.

Svakoj slucajnoj promjenljivoj X, koja predstavlja zapravo ostvarivanje jednog od



2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

p3 p4
P1 s
—‘7 b2 —" DPe
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X1 X5 X3 Xy X5 Xe

Slika 2.2: Reprezentacija sluc¢ajne promjenljive

mogucih dogadaja, se moze pridruziti vjerovatnoéa u skladu sa definicijom navedenom
u prethodnom poglavlju. Neka se pretpostavi da je vjerovatnoca slucajne promjenljive
data sa p(X;) = p;. Tada je moguce sintetizirati reprezentaciju “slu¢ajna promjenljiva -
vjerovatnoc¢a” poput one na slici 2.2.

2.2 Funkcija raspodjele vjerovatnoce

Nedostatak reprezentacije prikazane na slici 2.2 je taj sto je ona pogodna samo za dis-
kretne skupove ). Naime, ukoliko se pretpostavi da je slucajna promjenljiva predstavljena
kontinualnim skupom moguéih vrijednosti, tada je vjerovatnoca realizacije slucajne pro-
mjenljive prakticno jednaka nuli. Npr. ukoliko je eksperiment mjerenje temperature u
ucionici, tada je prirodno ocekivati da ishod eksperimenta moze biti bilo koja vrijednost
temperature u intervalu [10,30][°C]. Ukoliko se sluéajna promjenljiva koristi za repre-
zentaciju ovog eksperimenta, tada je vjerovatnoéa da ée se izmjeriti tacéno 21.456[°C]
prakti¢no jednaka nuli (jer je broj “moguéih” ishoda beskonacan, a samo jedan ishod je
povoljan). Iz tog razloga se uvodi funkcija raspodjele vjerovatnodée (eng. probability
distribution function - PDF):

Px (z) = vjerovatnoca(X < x), (2.1)
koja predstavlja vjerovatnoéu da su se desili dogadaji ¢ije su vrijednosti ,mapirane” sa
X, pri éemu je X < .

Funkciju raspodjele vjerovatnoce je najbolje objasniti na primjeru. Neka je eksperi-
ment bacanje igra¢e kocke. Tada se mozZe razlikovati 6 elementarnih dogadaja (padanje

Px({L‘)

1
5/6

Slika 2.3: Funkcija raspodjele vjerovatnoce za eksperiment bacanja igrace kocke
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kocke na “17,72”....767). U skladu s tim, moguée je svakom dogadaju dodijeliti jednu
vrijednost koju poprima sluc¢ajna promjenljiva, pa npr. vrijednost slucajne promjenljive
X = 1 predstavlja ostvarivanje dogadaja , padanja kocke na 17, vrijednost slucajne pro-
mjenljive X = 2 predstavlja ostvarivanje ,padanja kocke na 2”7 i tako redom. U tom
slucaju funkcija raspodjele vjerovatnoée se moze izra¢unati za svaku vrijednost slucajne
promjenljive X (koja ovdje poprima praktiéno samo 6 mogudéih vrijednosti), te vizualizi-
rati kao na slici 2.3. U skladu s tim, Px(3.42) = Px(x)|,_3 4 predstavlja vjerovatnocéu
da su se realizovali dogadaji oznaceni sa X = 1, X = 2 i X = 3, odnosno vjerovatnocu
da je kocka pala na “17,72” ili “3”.
Iz ovog izlaganja je i intuitivno jasno da je Px(x):

e neopadajuca funkcija,
o neprekidna s desna (Px (z) = lim._oPx(x +¢€)), i
o da vrijedi Px(—o00) =0, i Px(4o00) = 1.

Na slici 2.3 je prikazana funkcija raspodjele vjerovatnoce za eksperiment bacanja igrace
kocke. Bitno je jos napomenuti i da se funkcija raspodjele vjerovatnocée u literaturi koristi
i pod terminom kumulativna funkcija vjerovatnocée (eng. cumulative density function -
CDF'), narocito kod diskretnih sluc¢ajnih promjenljivih.

2.3 Funkcija gustine vjerovatnoce

Druga funkcija koja se koristi za analizu sluéajnih promjenljivih je funkcija gustine
vjerovatnoée (eng. probability density function - pdf). Ova funkcija predstavlja izvod
funkcije raspodjele vjerovatnoée po slucajnoj promjenljivoj:

pxe) = 25 (22
odnosno .
Px(x) z/ px (z)dx (2.3)

— 00

Iz prethodnih razmatranja je jasno da za funkciju gustine vjerovatnocée vrijedi:

e px(z) > 0, Va, pri emu je vazno primijetiti da funkcija gustine vjerovatnode, za
razliku od “obi¢ne” vjerovatnoce, ne mora biti nuzno manja ili jednaka jedan,

. j;opx(:r)dx =1,

. f; px (x)dz = P(b) — P(a) = vjerovatnoca(a < X < b), §to zapravo predstavlja vje-
rovatnocu da su se desili dogadaji predstavljeni vrijednostima slucajne promjenljive
a< X <hb.

Na slici 2.4 je prikazana funkcija gustine vjerovatnoce za eksperiment bacanja igrace
kocke.

S druge strane, ukoliko se razmatraju funkcije raspodjele vjerovatnoce za diskretnu
slucajnu promjenljivu x, tada je mogucée definirati i sljedeé¢u funkciju vjerovatnoce:

px (z) = vjerovatnoca(X = x), (2.4)
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G‘ 1 1 1 1 1 1 > T

2
Slika 2.4: Funkcija raspodjele vjerovatnoce za eksperiment bacanja igrac¢e kocke
koja se oznacava terminom masena, odnosno naziva funkcija vjerovatnoée mnostva/mase
(eng. probability mass function).
Napomena: u nastavku teksta ¢e se, radi preglednosti, indeks koji ozna-
cava slucajnu promjenljivu u funkcijama vjerovatnoéa povremeno izostavljati

ukoliko je jasno o kojoj sluéajnoj promjenljivoj se radi (npr. umjesto px(x) ili
Py (y) ¢e se jednostavno pisati p(z) odnosno P(y)).

px ()

T

Slika 2.5: PMF za diskretnu promjenljivu (eksperiment bacanja igrace kocke)

Karakteristicna funkcija slucajne promjenljive se definira na sljedeé¢i nacin. Ako je
X sluéajna promjenljiva, tada se funkcija:

+oo
ox(u)=F [ej“X} :/ px (z)el“dx (2.5)

— 00

naziva karakteristicnom funkcijom slu¢ajne promjenljive X. Iz relacije (2.5) se vidi da
karakteristi¢cna funkcija zapravo predstavlja Fourierovu transformaciju funkcije gustine
vjerovatnoce. Vazno je napomenuti da se ova definicija razlikuje od uobicajenog izraza
za Fourierovu transformaciju, zbog predznaka varijable transformacije.

2.4 Modeli raspodjela vjerovatnoce

Prilikom analize slucajnih promjenljivih uocilo se da postoje mnogi “reprezentativni”
oblici odredenih “slucajnosti” koje se pojavljuju, kako u svakodnevnom zivotu, tako i u
tehnickim primjenama. Takvi oblici se zovu teoretski modeli raspodjela vjerovatnoce.
U nastavku ¢e biti prikazani neki od najpoznatijih modela raspodjela vjerovatnoce za
slucajne promjenljive.
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2.4.1 Uniformna raspodjela

PROGRAMSKI KOD 2.1

# Generiranje slucajne promjenljive iz untiformne raspodjele:
N = 500; n = np.arange(N);
a=0; b=10; X = np.random.uniform(a,b, N)

ssp.slpromiD.realizacije(n, X,
naslov = "Uniformna raspodjela za $a=0$ i $b=10$")

0 100 200 300 400 500
Realizacija

\ J

Funkcija gustine vjerovatnoce i funkcija raspodjele vjerovatnoce za slucajnu promjen-
ljivu koja se podvrgava uniformnoj raspodjeli su prikazane na slici 2.6, a analiticki zapis
je dat sa:

0, r<a
p@) =55, a<z<b (2.6)
0, x>b
0, r<a
Plx)=q:(x—a), a<z<b (2.7)
1, z>b

Ova raspodjela govori da su prakti¢no sve realizacije slucajne promjenljive na segmentu
[a,b] jednako vjerovatne. Uniformna raspodjela je znaajna jer se uz pomo¢ nje mogu
formirati ostale raspodjele. Ova raspodjela ima veliku primjenu u teoriji komunikacija.
Takoder, uniformna raspodjela se najcesée koristi kada se modeliraju promjenljive kod
kojih ne postoje apriori informacije o njenoj raspodjeli.
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p(x) P(x)
a 1
a b a b

Slika 2.6: Funkcija gustine vjerovatnoce p(z) i funkcija raspodjele vjerovatnoée P(x) za
uniformnu raspodjelu slu¢ajne promjenljive

2.4.2 Gaussova (normalna) raspodjela

7~

PROGRAMSKI KOD 2.2

# Generiranje slucajne promjenljive iz normalne (Gaussove) raspodjele:
a = 3; sigma = 0.01; X = np.random.normal(a,sigma, N)

ssp.slpromlD.realizacije(n ,X,
naslov = "Normalna raspodjela za $a=3$ i $\sigma=0.01$")

3.03 A . .
. 'Y .
3.0249 R ° ..\. ... X .o‘: ... ° ° o 2. -
o % % o o . ) o 0
] . 8 ° % -

3.01 .O.-:b: . "‘. oo 5\‘ .{- }&'"“" o. ...o.‘ ":..‘o.
3001 e ". g l“-'i ', "...‘n' v 4" S
. S 290°, 00 ., S %e o“ DA .{

&% l‘ e® % ‘. ...... .,..‘. o.\- o *
®oety ‘@ :.' o 2 H \‘O )
2.99 '’ o 42,80 0%, % °
. . %o . ° °® oo . O
° " % ... °®® o o K .o o“... 2
2.98 A . . LI :.! .3 :
2071 M te
l 0 100 200 300 400 500
Realizacija

J

Funkcija gustine vjerovatnoce i funkcija raspodjele vjerovatnoce za sluc¢ajnu promjen-
ljivu koja se podvrgava Gaussovoj, ili tzv. normalnoj raspodjeli su prikazane na slici
2.7, a analiticki zapis je dat sa:

1 1,2
p(r) = e (2.8)

P(z) = ®(z)

- \/%/_we—* (2.9)

U literaturi postoji nekoliko razli¢itih funkcija koje opisuju funkciju raspodjele vjerovat-
noce za Gaussovu normalnu raspodjelu, i to (nerijetko i u nesto drugacijim oblicimal):

erf(x f/ et dt (2.10)
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koja se naziva funkcija greske (eng. error function), te:

O(z) = L [1 —l—erf(i (2.11)

2 )

poznata i kao normalna kumulativna funkcija gustine vjerovatnoée (eng. normal cumu-
lative density function).

p(z) P(z)
1
L
Var 1/2
€T €T
0 0

Slika 2.7: Funkcija gustine vjerovatnoce p(z) i funkcija raspodjele vjerovatnoée P(x) za
Gaussovu (normalnu) raspodjelu slu¢ajne promjenljive

Za razliku od uniformne raspodjele (ilustrovanu programskim kodom 2.1) Gaussova
raspodjela pokazuje veéu tendenciju nagomilavanja vrijednosti slucajne promjenljive oko
srednje vrijednosti (Sto se vidi programski kodom 2.2). Ova raspodjela modelira jako
veliki broj prirodnih fenomena, npr. raspodjelu visine ljudi u velikoj grupi, veli¢inu lis¢a
na drvecéu, ocjene studenata i sl. Funkcija gustine vjerovatnocée data relacijom (2.8) opisuje
ono Sto se naziva standardna normalna raspodjela.

Gaussova raspodjela se ¢es¢e daje u nesto opstijem obliku:

p(z) = e 2o (2.12)

P(z) = 0\/%/ “T‘)thz@<xo_“> ;[Herf(m[ﬂ (2.13)

pri cemu se:

e a - naziva aritmeticka sredina, srednja vrijednost, ocekivana vrijednost, matema-
ticko ocekivanje (eng. mean) i govori oko koje vrijednosti slucajne promjenljive je
“centrirana” navedena raspodjela,

e 0 - predstavlja tzv. standardnu devijaciju i govori koliko se slu¢ajna promjenljiva
“rasipa” oko ocekivane vrijednosti,

o 02 - predstavlja tzv. varijansu. Varijansa za normalnu raspodjelu predstavlja kva-
drat standardne devijacije.

Na slici 2.8 su prikazane dvije normalne raspodjele sa razli¢itim vrijednostima standardne
devijacije/varijanse. Jasno je da raspodjela sa ve¢om varijansom ima veée rasipanje oko
ocekivanih vrijednosti.
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Slika 2.8: Usporedba funkcija gustine vjerovatnoce p(x) i funkcija raspodjele vjerovatnoce
P(z) za Gaussovu (normalnu) raspodjelu slucajne promjenljive ( o1 > 02)

2.4.3 Rayleigheva raspodjela

s N

PROGRAMSKI KOD 2.3

# Generiranje slucajne promjenljive tz Rayleigheve raspodjele:
eta = 5; X = np.random.rayleigh(eta, N)

ssp.slpromiD.realizacije(n, X,
naslov = "Rayleigheva raspodjela za $\eta=5$")

17.5 4
15.0 A
12.5 4
10.0 A
7.5 A
5.0 A
2.5 1

0.0 4

0 100 200 300 400 500
Realizacija

\ J

Funkcija gustine vjerovatnoce i funkcija raspodjele vjerovatnoce za slucajnu promjen-
ljivu koja se podvrgava tzv. Rayleighovoj raspodjeli su prikazane na slici 2.9, a analiticki
zapis je dat sa:

() =" r=y (2.14)
XT) = x .
P n%e_%(?)z, x>0
0, z <0
P = v 2.15
() 1_6_%(5)2’ 2> 0 ( )
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Slika 2.9: Funkcija gustine vjerovatnoée p(z) i funkcija raspodjele vjerovatnoée P(x) za
Rayleighovu raspodjelu sluc¢ajne promjenljive (11 < 12)

Parametar 1 odreduje stepen nagomilavanja slucajne promjenljive oko ocekivane vri-
jednosti. Ovom raspodjelom se npr. moze modelirati radijalna distribucija pogodaka
prilikom eksperimenta “gadanje u metu strelicama pikada”.

2.4.4 Eksponencijalna raspodjela

~

PROGRAMSKI KOD 2.4

# Generiranje slucajne promjenljive tz eksponencijalne raspodjele:
a = 4; X = np.random.exponential(a, N)

ssp.slpromiD.realizacije(n, X,
naslov = "Eksponencijalna raspodjela za $a=4$")

Eksponencijalna raspodjela za a =4

20 1 :. .
. .
15 A . . .® R .
. .
. ‘. ° . (4 0: . o . .
10 - ee oo °° . oo . . . .
o® ° o r) .
LA .' ..-'* RS ine? .t
° n e “ ®c0 0 ‘o
51 e° Oo."n . "o‘.! S0
R OR e , o RN
.o o o 0 ‘o. o 0 ’0
0 .‘zl.--?f . Sot.l "“oo “"-ws .Q'
0 100 200 300 400 500
Realizacija

\ J

Funkcija gustine vjerovatnoce i funkcija raspodjele vjerovatnoce za slucajnu promjen-
ljivu koja se podvrgava eksponencijalnoj raspodjeli su prikazane na slici 2.10, a analiticki
zapis je dat sa:

0 z <0
= ’ 2.16
p(x) {aew, 5> 0 (2.16)

0 z <0
Plx)=<" 2.17
(z) {l—e_“”, z >0 ( )
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gdje a predstavlja parametar eksponencijalne raspodjele.

p(x)

Slika 2.10: Funkcija gustine vjerovatnoce p(x) i funkcija raspodjele vjerovatnoce P(z) za
eksponencijalnu raspodjelu slucajne promjenljive (a; > as)

Eksponencijalnom raspodjelom se modeliraju problemi kasnjenja, radni vijek ureda-
ja/masina i sl.

2.4.5 Ostale raspodjele

U tabeli 2.1 date su neke od ostalih vaznijih kontinualnih raspodjela. U obradi signala se
Cesto koristi Laplaceova raspodjela, posebno za modele sa veé¢im sumom. Chi-kvadrat ras-
podjela se primjenjuje u testiranju statistickih hipoteza, procjeni razlika izmedu uzoraka,
kao i analizi varijanse. Gamma raspodjela se obi¢no koristi u analizi trajanja sistema,
npr. modeliranju vremena otkaza. Beta raspodjela nalazi znacajnu primenu u Bayesov-
skoj statistici i procjeni vjerovatnoce, dok se Cauchyjeva raspodjela koristi za modeliranje
sistema sa ekstremnim ili vanrednim dogadajima, kao Sto su finansijski Sokovi.

Raspodjela px(x) Px (x)
Laplaceova raspodjela e S 14+ Lsgn(z —p) (1 —e ‘I;M)
. /91 k z
Chi-kvadrat Wmﬂﬁkm temv/? 7(3:%)
raspodjela
Beta raspodjela % fow %dt
. k=1 yk,—Aw
Gamma raspodjela (o Pk, \x)
Cauchyjeva raspodjela —_—A— Larcta (z_””o) +1
uchyjeva raspod] M[H(L?O)ﬂ - arctan S 5

Tabela 2.1: Pregled nekih vaznih kontinualnih raspodjela

U tabeli 2.2 date su i neke od vaznijih diskretnih raspodjela. Bernulijeva raspodjela se
koristi za modeliranje binarnih dogadaja, poput uspjeha ili neuspjeha, dok se binomijalna
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Raspodjela px(x) Px(x)
Bernulijeva raspodjela pF(1 —p)t=* pzak=1,1-pzak=0
Binomijalna (H)pt (1 —p)n* Zf:o (Mp'(1—p)nt
raspodjela
Poissonova raspodjela ’\kljfk Zf:o ’\i‘l’f;A
Geometrijska (1—p)Fip 1—(1—p)*
raspodjela

N-K K N-K
Hipergeometrijska k )((A'}‘)”“) Zf:o ( )((N)’ )
raspodjela " "

Tabela 2.2: Pregled nekih vaznih diskretnih raspodjela

raspodjela tipi¢no primjenjuje u eksperimentima sa konac¢nim brojem pokusaja, npr. broj
uspjeha u seriji testova. Za modeliranje dogadaja koji se deSavaju tokom fiksnih vremen-
skih intervala, npr. broj kvarova u jedinici vremena, zgodna je Poissonova raspodjela.
Geometrijska raspodjela modelira broj pokusaja do prvog uspjeha, korisna u situacijama
kada se ¢eka na prvi uspjesan dogadaj, dok hipergeometrijska raspodjela nalazi primjenu
u procjeni broja defektnih komponenti u proizvodnoj seriji.

2.5 Ocekivane vrijednosti

Tako su funkcije raspodjele vjerovatnoce i funkcije gustine vjerovatnoce slucajne promjen-
ljive zgodne za analizu slucajnih dogadaja, ponekad se umjesto ovih funkcija zahtijeva
poznavanje odredenih skalara koji bi omogudili jednostavniju analizu i uporedivanje is-
tih. U skladu s tim, definira se oéekivana vrijednost funkcije f(X) (od) slucajne
promjenljive X sa funkcijom gustine vjerovatnoée p(x):

+oo
B = [ fap(o)ds (218)
Moze se jednostavno pokazati da vrijedi:
Elei fu(X) + e2fa(X)] = et E[f1(X)] + 2 B[ f2(X)], (2.19)

sto predstavlja ekvivalent koncepta linearnosti kod deterministickih signala.

Specijalno, ukoliko se za funkciju sluc¢ajne promjenljive f(X) odabere polinomijalni
oblik f(X) = X" (n € N), tada se ocekivane vrijednosti nazivaju momenti sluc¢ajnih
promjenljivih. Ako se za funkciju f(X) odabere f(X) = (X —nx)" (n € N), pri emu
je mx ocekivana vrijednost slucajne promjenljive, tada se ocekivane vrijednosti nazivaju
centralni momenti sluéajnih promjenljivih.
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2.5.1 Ocekivana vrijednost sluc¢ajne promjenljive

Moment prvog reda (n = 1) se naziva ofekivana vrijednost sluc¢ajne promjenljive.
Drugi termini su matematicko ocekivanje ili srednja vrijednost (eng. mean, average,
expected value). Ocekivana vrijednost slu¢ajne promjenljive se ra¢una kao:

EX]=X=nx =px = /+°° zp(z)dx (2:20)

—00
Primjer 2.1:

Ako funkcija gustine vjerovatnocée p(z) ima osu simetrije datu sa © = a tada je
ocekivana vrijednost te slucajne promjenljive data sa nx = a.

Rjesenje:
Uvrstavanjem:

se dokazuje trazena tvrdnja.

2.5.2 Srednjekvadratna vrijednost slucajne promjenljive

Moment drugog reda (n = 2) se naziva srednjekvadratna vrijednost slucajne pro-
mjenljive (eng. mean-square). Racuna se koristenjem sljedeceg izraza:

+oo
EXY=X2=0% = / 2?p(z)da (2.21)

— 00

2.5.3 Centralni momenti

Ocekivane vrijednosti funkcije slu¢ajne promjenljive f(X) = (X —nx)™ se nazivaju cen-
tralni momenti. Oni daju odstupanja od “srednje” vrijednosti.
Centralni moment prvog reda se definira kao:

+oo
aa = EX-nx|= / (z —nx)p(z)dz

— 00
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“+oo +oo
= / rp(x)dr — nx / p(z)dr =nx —nx
0

= (2.22)
Centralni moment drugog reda se naziva disperzija ili varijansa:
—+oo
a=c = [ a-nxipe)ds
—+oo —+o0 +oo
= / 2?p(x)de — 2nx / xp(z)dx + n% / p(x)dx
ok = 2% + 0k
ox — % (2.23)
odnosno:
E[(X — X)?] = Var[X] = E[X?] - [E[X]]* = X2 — (X)? (2.24)

Disperzija/varijansa je zapravo razlika izmedju srednjekvadratne vrijednosti i kvadrata
ocekivane vrijednosti.

Primjer 2.2:

Za eksperiment bacanja kocke izracunati ocekivanu vrijednost, srednjekvadratnu
vrijednost i varijansu.

Rjesenje:
Ocekivana vrijednost za ekperiment bacanja kocke se racuna kao:

+oo 6 1
nx = / xggé(x—k;)dm

6 +00 6
= 5% / 23(z — kydo = 2=1F _ g5
i 0 /oo ©

Takoder, srednjekvadratna vrijednost se racuna kao:

+ oo
LC2

6
o% / Z %5(;16 — k)dz
T k=1

6 1 +o00
=y 6/ 226(x — k)dx
k=1 e
6 2
Zk%k 1516

odakle slijedi o, = \/E[X?] = 3.89. Nadalje:
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0? =0% —n% =15.16 — 3.5 = 2.91

Moze se izracunati o = 1.70.
Dobiveni rezultati se mogu provjeriti i programskim kodom 2.5.

PROGRAMSKI KOD 2.5

N = 10000 # Definira se broj bacanja kockice

# Generise se N bacanja kockice
kockica = np.random.randint(1l, 7, size = N)

print ("O¢ekivana vrijednost: {:.2f}".format(np.mean(kockica)))
print("Srednjekvadratna vrijednost: {:.2f}".format (np.mean(kockica**2)))
print("Varijansa: {:.2f}".format (np.var(kockica)))

OCekivana vrijednost: 3.51
Srednjekvadratna vrijednost: 15.22
Varijansa: 2.91

2.5.4 Odredivanje ocekivane vrijednosti, srednjekvadratne vri-
jednosti i varijanse za osnovne distribucije

U nastavku ¢e biti odredene oc¢ekivane vrijednosti, srednjekvadratne vrijednosti i varijanse
za osnovne distribucije (uniformnu, normalnu, Rayleighovu i eksponencijalnu).
Uniformna raspodjela

Ocekivana vrijednost se racuna koristenjem:

b b 1 b
EX]=nx = /xp(x)da::/ b—adx:m xdz
b
R T N A
 b—a 2| 2(b—a)
a
- b;a (2.25)

Tacnost rezultata se moze provjeriti ukoliko se iskoristi osobina simetri¢nosti funkcije
gustine vjerovatnoce. Pocetna tacka je a, a krajnja tacka je b. Sredina segmenta ili
osa simetrije se dobije kao “7“’. S obzirom da je u slucaju simetri¢ne funkcije gustine
vjerovatnoce p(x) (vidjeti Primjer 2.1), nx jednaka osi simetrije, slijedi da je nx = “7“’.
Srednjekvadratna vrijednost je data sa:

b b xZ 1 b
E[X? =0o% /m2p(x)dx:/ b—adx:b—a/ z? da
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b? b+ a?
y (2.26)
Varijansa slucajne promjenljive koja dolazi iz uniformne raspodjele:
b2 +ab+a®> (b+a)?
ooty = THOEC 04
_ a® — 2ab + b?
B 12
(b—a)®
= — 2.27
5 (2.27)
Normalna raspodjela
Ocekivana vrijednost se rac¢una kao:
Feo T ] i ew?
EX]=nx = / xp(x)dx:/ x e 2 7 dx
—0o0 —00 g 271'
+oo +oo
_ / (x— a)e 1 ey? e +/ a_ -3 =0 i
o OV2T o OV2T
+o0 1 1 (2—a)2 +o0
= T—a e 2 2 dx —|—a/ x)dx 2.28
| e—a—= o) (228)
=0 =1
- (2.29)

Poznavajuéi osobinu funkcije gustine vjerovatno¢e normalne raspodjele da je simetri¢na
u odnosu na tacku z = a i mnoZenjem te funkcije sa pravcem oblika (x — a) dobiva se
neparna funkcija simetri¢na u odnosu na pravac r = a. Primjenjujuéi navedeno dolazi se
do zakljucka da je prvi integral iz relacije (2.28) jednak nuli.

Srednjekvadratna vrijednost se racuna na sljedeéi nacin.

Hoeo +oeo 1 | (2= a)?
E[X? = 03(:/ a?2p(x)dx:/ ? e 2 2 dx

Lo o oV 2w

— _ T—a _ 1
- ’x_t\/iaJra, t= 22, dt_ﬁadx‘

+oo 5
= (a+V20t)2e™" V20 dt
e
+oo
2 2,2\ —t2
= — a +2\/§a0t+20t>e dt
f/

+oo 2v/2a0 2 202
= * dt 4 t R — t2 4t (2.30)
f / VT ) e
%,_/ N————— _,_/
I, I I

Iz izraza (2.30) integral I5 je jednak nuli, jer je ovo integral proizvoda parne i neparne
funkcije, sto daje u konacnici integral neparne funkcije u simetricnim granicama, a on je
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jednak nuli. Izraz (2.30) postaje:

X7 = 0} - 200 [ e (2.31)
EIX = / dt—f——/ tee" dt 2.31
XUk N -
I3
Integral I; se moze rijesiti uz poznavanje:
/+oo ( )d +oo 1 7% (173)2 J (2 32)
xr)axr = e I xr = .
s b V2mo
Naime:
—+o0 —+oo
1 (z—a) 1 1
eI A dy = |v= t,a=0,0= ‘ = / —etdt (2.33)
o 2mo V2 oo VT

odnosno: 7

Integral I3 iz izraza (2.31) se rjeSava primjenom parnosti podintegralne funkcije i parci-
jalne integracije.

+o0 _ 1 _ —t?
L - / 2ot g | U=—3h dv = —2te 275 dt
0 du = —3dt, v=oe7!
1 o0 Hoo 1
= —te | - / et <—> dt
2% 1, o 2

- /& (2.35)

Uvrstavajudi izraze (2.34) i (2.35) u izraz (2.31) dobiva se:
aQ 2 2

xR

Varijansa slucajne promjenljive iz normalne raspodjele se racuna kao:

E[X? = “—=1I3=a*+0? (2.36)
o’ =0% —n%k =0 +ada*—a’ =0 (2.37)

Rayleigheva raspodjela

Ocekivana vrijednost se moze izracunati na sljedeéi nacin.

oo e .’132 1iz)\2
E[X] = nx = / J:p(x)dg; = /O F,3*5(7,) dz
T _1 £)2
u = F’ dU =xe 2'\n dm
= 132
du = n%d:m V= _nze 272
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22

= S(enheEe

x
772

o 1'2
+/ e 2% dy (2.38)
0 0

Prvi ¢lan je jednak nuli dok je drugi ¢lan mogucée odrediti i izra¢unati preko Gauss-ove
(normalne) raspodjele, pa vrijedi:

1 oo 2\2 oo
E[X] = 5/m e 3(5) 4z = ;t‘ - g/m e 2t = g\/% = gﬁ (2.39)
Srednjekvadratna vrijednost se racuna:
o0 e T 1/z\2
E[X? = UE(:/ x2p(m)dw=/ x2—26_5(?) dx
—0o0 0 n
= —x2, dv——%eié(%)Qdaz

= T 1y

du = —2xdz, v=re2(3)
= g2’ 0 +/ 273G da (2.40)

0
—_——

=0

Posto je prvi ¢lan pri rjesavanju parcijalne integracije jednak nuli nakon uvrstavanja
granica, vrijedi:

o " o) N2
E[X2] = /0 erfé(ﬁ)zdx = 2772/0 %67%(5) de = 2772 (2.41)

Varijansa se racuna koristenjem:

0? = ok~ =2’ = S0’ = 2= D)’ (2.42)
Eksponencijalna raspodjela
Ocekivana vrijednost se racuna na sljedeéi nacin:
+oo +oo
EX]|=nx = / ave” “Cdx = a/ xe “*dx (2.43)
0 0

Izraz se rjesava parcijalnom integracijom:

u=x, dv=e “dx
—ax

EX] =
X] du=dz, v=-%—

I
S
/l\
8
[
S
s}
8
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

_ e—am
= (me a4 )
a

oo

0
1
= - 2.44
- (2.44)
Srednjekvadratna vrijednost se racuna kao:
+o0o “+o0
E[X*Y =0% = / ar?e” " dx = a/ r?e” % dy (2.45)
0 0
Primjenom parcijalne integracije se dobiva:
2 —azr
U=z dv = e “dx
EX? = ’ az
X7 du =2rdz, v=—%
( x267ax *° /+OO Qre—aT >
= al|-— + dx
a 0 0 a
2 ,—ax °° e’}
2
= a (_m ¢ + f/ xe‘“’”)
a | alo
2
= > (2.46)
Varijansa iznosi:
9 9 9 2 1 1
OEOXTIXT 5T 2T 2 (2.47)

2.5.5 Medijana i najvjerovatnija vrijednost

Nedostatak “srednjih” vrijednosti je taj Sto izuzetno ovise od tzv. outliera, odnosno od
vrijednosti koje imaju malu vjerovatnoéu, ali imaju veliku vrijednost i nalaze se relativno
daleko od “centralnih” vrijednosti. Jedan od nacina prevazilazenja ovog problema je
koriStenje tzv. isjeCenih srednjih vrijednosti (eng. trimmed mean). Medutim bolji uvid
u “tipiéne” vrijednosti slucajne promjenljive daje medijana. Medijana m predstavlja
vrijednost slucajne promjenljive za koju vrijedi da je:

vjerovatnoéa({X < m}) = vjerovatnoca({X > m}) (2.48)

odnosno, funkcija raspodjele vjerovatnoée ima vrijednost P(m) = 1/2.

Vrijednost slucajne promjenljive za koju dogadaj ima najveéu vjerovatnocu se naziva
najvjerovatnija vrijednost ili modalna tacka. Na slici 2.11 je pokazana razlika
izmedu ocekivane vrijednosti, medijane i modalne tacke na primjeru Rayleighove raspo-
djele.
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p(x) p(x) p(x)

X T xr

07)X Om 0960

Slika 2.11: Ocekivana vrijednost, medijana i modalna tacka

2.6 Analiza slucajnih promjenljivih u Python okruze-
nju
Primjer 2.3:

Za slucajnu varijablu generisanu koristenjem Rayleigheve raspodjele koristenjem
simulacionog okruZenja (npr. Python Jupyter) analizirati:

e slucajnu promjenljivu,

e ocekivanu vrijednost,

o srednjekvadratnu vrijednost,

e varijansu,

o modalnu tacku, medijanu

o funkcije raspodjele vjerovatnoce i funkcije gustine vjerovatnoce.

Ponoviti postupak za ostale raspodjele (uniformna, normalna, eksponencijalna).

Python biblioteke kao sto su numpy i scipy nude gotova rjesenja za generiranje, analizu
i obradu sluc¢ajnih promjenljivih. U nastavku ¢e, uz rjesavanje samog zadatka, biti ukratko
objasnjena i Python sintaksa koja omogucava ¢itaocu implementacije i ostalih raspodjela.

Svi zadaci u knjizi se mogu rjesavati izvornim Python bibliotekama i modulima. Da bi
to bilo moguce, prvo je potrebno ukljuciti neke od vaznijih biblioteka za analizu sluc¢ajnih
promjenljivih. Nadalje, radi jednostavnosti pri koriStenju, nazivi biblioteka koje ce se
koristiti su skra¢eni. Npr. biblioteka matplotlib.pyplot omogucéava crtanje i prikazivanje
vektora u ,MATLAB?” stilu. Radi lakseg koristenja u samom programu, preimenovanjem
matplotlib.pyplot u plt, umjesto matplotlib. pyplot.stem() dovoljno je pisati plt.stem(), ¢ime
se povecava i preglednost koda.
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

PROGRAMSKI KOD 2.6

# Ukljucivanje cCesto koriStenih modula
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Ukljucivanje nekih rjede koriStenth modula
from scipy.stats import norm

from matplotlib.pyplot import hist

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d

# Ukljucivanje modula koji prate knjigu
# "Slucajni signali ¢ procesi”
import ssp

\. J

Medutim, kodovi i funkcije koje npr. podrazumijevaju izra¢unavanje i vizualizaciju
odredenih vrijednosti ili grafika, u sustini, koriste mnogo linija koda, i odvlace paznju
¢itaoca pri razumijevanju koncepata predstavljenih u ovoj knjizi. U tu svrhu, imple-
mentiran je poseban Python modul ssp, koji je sastavni dio ove knjige i slobodan je za
koristenje. Modul ssp se u fazi pisanja ove knjige sastoji od tri podmodula - slprom1D (za
koriStenje nad jednodimenzionalnim sluc¢ajnim promjenljivim), slprom2D (koji se koristi
za parove slu¢ajnih promjenljivih, odnosno dvodimenzionalne slucajne promjenljive), te
slproc (koji se koristi za slufajne procese). Vise detalja o ssp modulu se moze naéi na
linku https://github.com/esokic/ssp. Jedan od primjera upotrebe je dat program-
skim kodom 2.7.

PROGRAMSKI KOD 2.7

# Uobicajeni Python kod:
plt.figure()

plt.plot(n, X,'.")
plt.title("Normalna raspodjela")
plt.xlabel("Realizacija")
plt.ylabel("")

plt.show()

# KoriStenjem ssp modula:
ssp.slpromiD.realizacije(n ,X,
naslov = "Normalna raspodjela")

Prednosti koristenja ssp modula leze u tome Sto smanjuju broj linija koda, te nerijetko
imaju mnogo podrazumijevanih vrijednosti, kao Sto su pojedine labele na osama, nacini
formatiranja dijagrama i sli¢no.

Vrijednosti slu¢ajne promjenljive u okviru Python okruzenja se sintetiziraju pomocu ge-
neratora slucajnih brojeva iz odgovarajuce raspodjele. Primjer generiranja slucajne pro-
mjenljive iz Rayleighove raspodjele sa 7 = 5 je dat u programskom kodu 2.8.

PROGRAMSKI KOD 2.8

# Generiranje slucajne promjenljive iz Rayleighove raspodjele

N = 100 # Broj generiranih realizacija
eta = 5 # Parametar raspodjele
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# Vektor od N realizacija slucajne promjenljive:
n = np.arange(N)
X = np.random.rayleigh(eta, N)

print("Nekoliko vrijednosti sluajne promjenjive X: ", end="")
for x in X[0:5]:
print("{:.2f}".format(x), end=" ")

ssp.slpromiD.realizacije(n, X,
naslov = "Rayleigheva raspodjela za $\eta=5$")

Nekoliko vrijednosti sluCajne promjenjive X: 1.91 11.81 6.94 4.76 1.53

Rayleigheva raspodjela za n=5

0 20 40 60 80 100
Realizacija

J

U nastavku su prikazane i nacrtane realizacije slucajne promjenljive iz Rayleighove
raspodjele, kao i odstupanja promjenljive od ocekivane vrijednosti, te kvadrati slucajne
promjenljive (izvorne i centrirane).

PROGRAMSKI KOD 2.9

# Ocekivana vrijednost slucajne promjenljive:
eta_X = np.mean(X)

#Vektor nad kojim se crta signal
n = np.arange(N)

ssp.slpromiD.realizacije(n, X, n, eta_X,
naslov = "Slucajna promjenljiva",
legenda = ['Realizacije $X_i$',
'O¢ekivana vrijednost $\eta_X$']);

ssp.slpromiD.realizacije(n, X-eta_X, n, np.mean(X)-eta_X,
naslov = "Centrirana slucajna promjenljiva",
legenda = ['Realizacije $X_i-\eta_X$',
'Oekivana vrijednost $E[X]-\eta_X=0$'1);
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-
Slucajna promjenljiva
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PROGRAMSKI KOD 2.10
ssp.slpromiD.realizacije(n, X**2,
naslov = "Kvadrat slucajne promjenljive")
ssp.slpromiD.realizacije(n, (X - eta_X)**2,
naslov = "Kvadrat centrirane slucajne promjenljive")
Kvadrat slu¢ajne promjenljive
.
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Kvadrat centrirane slucajne promjenljive
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djela.

Koristenjem koda 2.11, moguce je generirati i slucajne promjenljive i iz drugih raspo-

PROGRAMSKI KOD 2.11

# Primjert:

# Generiranje slucajne promjenljive iz untiformne raspodjele:
a= 0; b = 10; X = np.random.uniform(a,b, N)

# Generiranje slucajne promjenljive iz normalne (Gaussove) raspodjele:
a = 3; sigma = 0.1; X = np.random.normal(a,sigma, N)

# Generiranje slucajne promjenljive iz eksponencijalne raspodjele:
a = 4; X = np.random.exponential(a, N)

# Generiranje slucajne promjenljive iz Rayleigheve raspodjele:
eta = 5; N = 2000; X = np.random.rayleigh(eta, N)

J

Ocekivana vrijednost za Rayleighovu raspodjelu se moze izra¢unati kao srednju vri-

jednost svih realizacija, koristenjem gotove Python funkcije mean, ili koristenjem relacije
(2.39).

PROGRAMSKI KOD 2.12

eta = 5; N = 2000; X = np.random.rayleigh(eta, N)

suma = 0.0;
for i in range(0, N):
suma = suma + X[i]

print("0Cekivana vrijednost (numeriéki, 1. naéin): {:.2f}".format(suma/N))
print ("OZekivana vrijednost (numericki, 2. naéin): {:.2f}".format(np.mean(X)))
print ("OCekivana vrijednost (analiticki): {:.2f}".format(eta * np.sqrt(np.pi/2)))

OCekivana vrijednost (numeriéki, 1. naéin): 6.22
OZekivana vrijednost (numeriéki, 2. nadin): 6.22
OCekivana vrijednost (analiticki): 6.27

J

Vidi se da se prva dva nacina ne razlikuju, dok se rezultat dobiven relacijom (2.39)

nesto razlikuje, zbog relativno malog broja realizacija N.
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

Analogno, srednjekvadratna vrijednost se moze izracunati bilo srednjom vrijednoséu
kvadrata realizacija, bilo relacijom (2.41).

PROGRAMSKI KOD 2.13

print("Srednjekvadratna vrijednost (numericki): {:.2f}".format(np.mean(X*X)))
print ("Srednjekvadratna vrijednost (analiticki): {:.2f}".format(2*(eta**2)))

Srednjekvadratna vrijednost (numericéki): 49.30
Srednjekvadratna vrijednost (analiticki): 50.00

Varijansa se moZe izracunati koristenjem funkcija (bilo gotovih, bilo vlastitih) nad
realizacijama, bilo koristenjem relacije (2.42) ukoliko je 1 poznato (programski kod 2.14).

s )

PROGRAMSKI KOD 2.14

eta_X = np.mean(X)
sigma_X_2 = np.mean(X*%2)

print("Varijansa (numeriéki, 1.naéin): {:.2f}".format(mp.var(X)))
print("Varijansa (numericki, 2.naéin): {:.2f}".format(np.mean((X - eta_X)**2)))
print("Varijansa (numericki, 3.naéin): {:.2f}".format(sigma_X_2 - (eta_X*%*2)))
print("Varijansa (analiticki): {:.2f}".format((2 - np.pi/2)*(eta**2)))

Varijansa (numeriéki, 1.naéin): 10.58
Varijansa (numeriéki, 2.nacin): 10.58
Varijansa (numericki, 3.nadin): 10.58
Varijansa (analiticki): 10.73

\. J

Medijana se moze izra¢unati gotovim funkcijama u okviru Python biblioteka, kao u
programskom kodu 2.15.

PROGRAMSKI KOD 2.15

print("Medijana: {:.2f}".format(np.median(X)))

Medijana: 5.77

2.7 Zajednicke funkcije vjerovatnoce diskretnih slu-
¢ajnih promjenljivih

Neka su ishodi jednog eksperimenta opisani slucajnim dogadajima A; (i = 1,...,n), a
ishodi drugog eksperimenta sa B; (j = 1,....,m). Neka se svakom od tih dogadaja pri-
druze numericke vrijednosti V(A4;) = X; i V(B;) = Y; . Vjerovatnoéa da ishod prvog
eksperimenta bude X; a drugog Y; se oznacava sa:

vjerovatnoéa(X = X;,Y =Y;) = Px v (X,,Y)) (2.49)
Iz definicije vjerovatnoce date u sekciji 1.3, jasno je da mora vrijediti:
Z Z Pxy(X;,Y;) =1 (2.50)
i=1 j=1
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U zavisnosti od odabranih eksperimenata, navedeni sluc¢ajni dogadaji mogu biti medu-
sobno zavisni ili nezavisni. Npr. neka se iz skupa studenata nasumicno bira je-
dan student. Neka je prvi eksperiment definiran kao ,odredivanje visine studenta”, a
drugi eksperiment ,odredivanje duZine prezimena (broj slova u prezimenu)”. Ukoliko se
u svrhu jednostavnosti pretpostavi da visina studenta moze poprimiti samo cjelobrojne
vrijednosti, tada se svakoj izmjerenoj visini moze pridruziti jedan dogadaj, pa tako npr.
X1 = 150[cm], X5 = 151[cm],..., X50 = 200[cm]. Takoder, ishodi drugog eksperimenta
se mogu opisati kao Y7 = 2[sloval,Yz = 3[slova], ... Y22 = 23[slova]. U skladu s tim,
vrijednost Px y (X = 170[cm],Y = 7[slova]) = P(Xa1, Ys) predstavlja vjerovatnoéu da je
proizvoljno odabran student visok 170 [cm] i da se njegovo prezime sastoji od 7 [slova].
Ocigledno je i intuitivno jasno da su ova dva dogadaja (ili bolje reéi, slu¢ajne promjenljive
koje ih predstavljaju) medusobno nezavisna, jer visina studenta nema nikakve veze sa nje-
govim prezimenom. Medutim, ukoliko bi se umjesto duzine prezimena, analizirala tezina
(masa) studenta, tada bi se evidentno pojavila neka zavisnost izmedu visine i tezine, jer
je vjerovatnije da su studenti koji su ,tezi” obi¢no i nesto ,visi”.

Primjer 2.4:

Na stolu se nalaze dvije crne i jedna bijela kutija, a pored njih pet crnih i pet bijelih
kuglica.

1. Ukoliko se (bez gledanja) sa stola uzme jedna kutija i jedna kuglica, kolika
je vjerovatnoca da je uzeta bijela kutija i crna kuglica?

2. Ukoliko se sve bijele kuglice stave u bijelu kutiju, a crne kuglice stave u jednu
od crnih kutija, kolika je vjerovatnoca da se uzimanjem jedne kutije uzme
bijela kutija i crna kuglica?

Rjesenje:

1. U prvom sluc¢aju se radi o nezavisnim dogadajima pa je:

P(bijela kutija,crna kuglica) = P(bijela kutija)P(crna kuglica)
105
= Soon
1
G

2. U drugom slucaju se radi o zavisnim dogadajima pa je:
P(bijela kutija,crna kuglica) = P(bijela kutija)P(crna kuglica u bijeloj kutiji)
-0

S Wl

Iz prethodnog primjera je jasno da se u zavisnosti od tipa eksperimenta i analiziranih
dogadaja, vjerovatnoca zajednickog dogadaja moze raCunati na razli¢ite nacine. Ako su
dogadaji nezavisni tada vrijedi:
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

Pxy(Xi,Y;) = Px(X;) Py (Yj) (2.51)
a ukoliko su dogadaji zavisni tada vrijedi (Bayesova teorema):

Px v (X3, Y;) = Pxjy (Xi[Y;) Py (Y) = Py x (Y;]Xi) Px (X5) (2.52)

Primjer 2.5:

Neki komunikacioni kanal veze prenosi digitalne vrijednosti, logi¢cku nulu odnosno
jedinicu {log. 0, log. 1}. Neka je predajna strana komunikacionog kanala oznacena
sa X, a prijemna sa Y. Predajnik generira logicke vrijednosti 0 i 1, ali na nacin da
je vjerovatnoda generiranja log. 0 data sa 70%, a log. 1 sa 30%. S druge strane,
komunikacioni kanal unosi Sumove i gresku u prenosu, tako da je vjerovatnoca da
¢e se log. 1 prenijeti kao log. 0 data sa 10%, a vjerovatnocéa da ¢e se log. 0 prenijeti
kao log. 1 data sa 30%. Odrediti vjerovatnoéu pojave log. 1 ilog. 0 na prijemnoj
strani.

Rjesenje:
U zadatku je definirano:
. Px(O) =07=1—-p=p

Takoder:
« Pyix(1/0) =03 =r
o Pyix(00)=07=1-r=7
e Pyix(0[1)=01=gq
¢ Prx(U)=09=1-q=7

Odavde slijedi:

Py(1) = Pyx(110)Px(0) + Py x(1]1)Px (1)
= ™m+gp=03-0.7+09-0.3
= 048
Py(0) = Pyx(0/0)Px(0) + Py x(0[1)Px(1)
= ™+qp=07-0.74+0.1-0.3
0.52

Takoder, ukoliko se analiziraju vjerovatnoce pojavljivanja zajednickih dogadaja:
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* Pxy(0,0) = Px(0)Py|x(0]0) = 0.7-0.7 = 0.49 (tacan prenos)
e Pxy(1,1) = Px(1)Py|x(1]1) = 0.3-0.9 = 0.27 (tacan prenos)
e Pxy(0,1) = Px(0)Py|x(1]0) = 0.7-0.3 = 0.21 (netacan prenos)
e Pxy(1,0) = Px(1)Py|x(0]1) = 0.3-0.1 = 0.03 (netacan prenos)

Odavde se moze i zakljuciti da ée vjerovatnoéa pogresnog prenosa biti 24%, Sto prak-
ticno predstavlja reprezentaciju pogresnog prenosa od 10% i 30% datu u zadatku, ali
uzimajuéi u obzir nejednaku vjerovatnocu pojavljivanja log. 0 i log. 1.

2.8 Zajednicke funkcije vjerovatnoce kontinualnih slu-
¢ajnih promjenljivih

U prethodnoj sekciji su na intuitivan nacin uvedene zajednicke i uslovne funkcije vje-
rovatnoce za diskretne slucajne promjenljive. Medutim, za dalja razmatranja u okviru
ovog kursa biti ¢e od interesa uvesti ove funkcije za kontinualne slucajne promjenljive.
U skladu s tim, slijede¢i metodologiju uvodenja funkcija vjerovatnoce za jednodimenzi-
onalnu slucajnu promjenljivu X iz prethodnog poglavlja, moguce je uvesti funkciju ras-
podjele vjerovatnocée za zajednicke dogadaje opisane sa dvije slu¢ajne promjenljive X i Y,
tzv. zajednicku funkciju raspodjele vjerovatnode (eng. joint probability distribution
function):

Px y (z,y) = vjerovatnoéa da (X < z,Y <y). (2.53)

Za ovu funkciju vazi:
e Pxy(—00,y) = Pxy(z,—00) = Px y(—00,—00) =0,
e Pxy(x,y) je neopadajuca po x i y osi,
o Pxy(4+00,400) = 1.

Nadalje, definiraju se i tzv. marginalne funkcije raspodjele vjerovatnoce na sljedeci
nacin:
Px(z) = Pxy(z,+00)
= vjerovatnoéa da (X < z,Y < 400)
vjerovatnoca da (X < x) (2.54)

Py(y) = Pxy(+00,y)
vjerovatnoéa da (X < +o00,Y <y)
= vjerovatnoca da (Y < y) (2.55)
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Analogno funkciji gustine vjerovatnoce za jednodimenzionalne slucajne promjenljive, mo-
guce je definirati i zajednicku funkciju gustine vjerovatnoce:

o a2PX,Y($7y)
pX,Y(%Z,I) = T@y (2.56)

pri ¢emu vrijedi:
b PX,Y(%ZJ) Z Ovv(xvy)v
f+°of pxy(x,y)dedy = 1,

o Pxy(z,y)=["_ [* pxyuv)dudv = [Y [ pxy(zy)dedy,

Y2

* vjerovatnoca da (1 < X <@z, y1 <Y <yo)=[

512 px.y (u, v)dudv.
Nadalje, uvode se marginalne gustine vjerovatnoce slucajne promjenljive kao:
+ +
° pX(if) = L;O pX,Y(I,U)dU = f,;o pX,Y(T/,y)dy,
e py(y f_ pxy (u,y)du = fj;opX,Y(xay)dx‘

Jasno je da vrijedi:

Py (2, 400) = Px(x) — /m / Py (1, v)dudy —
/

= |:/ px)y(u7 U)d’U:| du
u)du (2.57)
$to zapravo znaci da vrijedi:
dP
px(r) = X (258)
odnosno:
dPy (y)
= 2.59
i) = (2.59)
Primjer 2.6:

Neka su date slu¢ajne promjenljive X 1 Y na oblasti D = {(X,Y)|]1 < X < 31i
0<Y <4} Zajedniéka funkcija gustine vjerovatnoée ovih promjenljivih je data
sa px,y(x,y) = 5 na oblasti D, a px y(z,y) = 0 van te oblasti. Odrediti:

o zajednicku funkciju raspodjele vjerovatnoée Px y (x,y),

o marginalnu funkciju raspodjele vjerovatnoée Px(x),
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o marginalnu funkciju raspodjele vjerovatnoée Py (y),
o marginalnu funkciju gustine vjerovatnodée px (),

o marginalnu funkciju gustine vjerovatnoée py (y).

Rjesenje:

a) Zajednicka funkcija raspodjele vjerovatnoée P(z,y):

l.x<1Vvy<O0

PX,Y(Ivy) =0
2. (x,y) €D
Pxy(z,y) = / / pxy(u,v) du dv = 3 du dv

oo J oo 1 Jo

= = dv du:f/ y du
8 /1 0 8 1

_ (@1

8

3.2>3A0<y<4

vt 1Y y
PX.Y(x>y):/ (/ = du) dv = — dv ==
/ 0 1 8 4 0 4

4. 1<z<3Ay>4

a3 4 a3
1 1 rz—1
P’ T,y :/ (/dv)du:/ du =
Xy (@Y) U 8 2 /, 2

5. x>3Ny>4
3 14
PX’y((E,y):/‘/*dudU:l
1 Jo 8

Objedinjavanjem prethodnih rezultata se dobiva:

0, r<1Vy<O0

Gy 1 <z<3A0<y<4
Pxy(z,y) =44, r>3N0<y<4

=l 1<z<3Ay>4

1 x>3Ny>4
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

b) Marginalna funkcija raspodjele vjerovatnoée Py (z):

Px(x) = /g; </OO px,y (u,v) dv> du

- o0

px (u)
Razlikuje se nekoliko slucajeva:

o za x < 1 vrijedi px y(z,y) = 0 pa je:

Px(x)z[;(LMOdv)du:O

o0

e zal<z<3jepxy(r,y) =pxy(z,v)za (ve (-0, +0)), pa je:

/; (/;PX,Y(U’U) dv)du/lw </04édv)du1(xl)

_ 2

Px (z)

o za 3 < x vrijedi:

Px(z) = /13 </()4pxy(u,v) dv) du =1

Shodno tome, rezultat je:

0, r <1
Px(z)={ %%, 1<x<3
1, x >3

c) Marginalna funkcija raspodjele vjerovatnoée Py (y):

Py (y) = /: (/OO px,y (u,v) du) dv

py (v)

Rezonujuéi kao u sluéaju pod b) dobiva se:
0, y<0
1, y>4

d) Marginalna funkcija gustine vjerovatnocée px(z):

px(.’t) _ dpc)i(x(x)

Primjenom ove relacije na svaki od karakteristi¢nih intervala se dobija:
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0, z<1
px(z) =43 1<z<3
0, =z>3

e) Marginalna funkcija gustine vjerovatnocée py (y):

dPy (y)

py(y) = 4

Primjenom ove relacije na svaki od karakteristicnih intervala se dobija:

, y<O0
, 0<y<4
, y>4

py(y) =

O = O

U nastavku je ilustrovano rjesenje zadatka koristenjem Python baziranog razvojnog
okruzenja.

PROGRAMSKI KOD 2.16

N = 1000
X = np.random.uniform(1l, 3, N)
Y = np.random.uniform(0, 4, N)

ssp.slprom2D.realizacije(X,Y)

(s ]

153

ﬁ?t}%ﬁﬁ%
3

2.5 A

2.0 1

Sl.promjenljiva Y
N

1.54 03 N 14 1A
WA VLT b,
3 sehggu
1.0 1 e, o."w 'h 0 . 04
0 500 1000 0 1 2 3 4
i Sl.promjenljiva X
\ J

PROGRAMSKI KOD 2.17

X, y, Pxy = ssp.slprom2D.PDF(X,Y, step = 0.1)

X_ , Yy_ , pxy = ssp.slprom2D.pdf(X,Y, step = 0.1)
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

Zajednicka funkcija raspodjele
vjerovatnoce P(x, y)

Zajednicka funkcija gustine
vjerovatnoce p(x, y)

0.6
0.4
0.2

0.0

4.5
301545, 08
y

PROGRAMSKI KOD 2.18

ssp.slprom2D.pdf_marg(X,Y);

ssp.slprom2D.pdf _marg(x = x_

# Racunanje marginalnih funkcija gustine vjerovatnoée iz parova (X,Y):

# Racunanje marginalnih funkcija gustine vjerovatnole na osnovu p(x,y):
» ¥ = Y-, PXYy = pPRY);

0.6 1
0.5 1
0.4 1
0.3 1
0.2 1
0.1 __J
0.0 1

0.6 1
0.5 1
0.4 1
0.3 1
0.2 1
Ql--_J
0.0 1

0.35 A
0.30 A
0.25 4
0.20 4
0.15 4
0.10 A

0.05 4

0.00 A

0.35 A
0.30 A
0.25 4
0.20 4
0.15 4
0.10 A

0.05 4

0.00 A
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Slucajni signali i procesi

Primjer 2.7:

Neka su date slucajne promjenljive X i Y slucajno rasporedene na krugu:

pxy(g) = {c, fcz Jty2 <1
0, inace
Odrediti:
e konstantu c € R,
o marginalnu funkciju gustine vjerovatnode px (),
o marginalnu funkciju gustine vjerovatnoée py (y),
o zajednicku funkciju raspodjele vjerovatnoée Px y (x,y).
Rjesenje:

Da bi se odredila konstanta c najjednostavnije je izracunati visinu tijela koje za bazu
. 2 2 . . 4o oo
ima krug z°+y* = 1, a zapremina mu je 1 (zbog uslova [ =~ [" " px y (z,y)dzdy = 1).

Pyoze = r’r=nx

1
V=c Pyze = c=—
T

Marginalne funkcije gustine vjerovatnoce se racunaju kao:

+oo
px(z) = / pxy(z,v)dv (2.60)

— 00

Za tacke na zadanoj oblasti (z,y) € D, moguée je ograniciti vrijednost y:

—V1-22<y<y1—2z2 (2.61)

Izraz (2.61) se moze iskoristiti za promjenu granica integracije u relaciji (2.60):

V1—2z2 1
px () :/ —dv
/1= z2 T
2v/1 — z2
px(z) = Tx (-l<z<1)
Zbog simetrije vrijedi:
2¢/1 — 92
py(y) = Y— (~l<y<]1)

™

Zax < -1,z >1 y < —1ili y > 1 marginalne funkcije su jednake nuli px(z) =

py(y) = 0. Jasno je da zbog px,y(z,y) = 7 # pa(2)py(y) = 75v/(1 —2?)(1 - y?)
varijable z i y nisu nezavisne, ali kao sto ¢e se vidjeti kasnije, ipak su nekorelirane.

60



2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

Zajednicka funkcija raspodjele vjerovatnoce se racuna pomocu:

T ey
PX,Y(%Z/):/ / px,y (u, v)dudv

(22 +y* <1)

Posmatrajuéi oblast integracije, jasno je da izracunavanje Py y (z,y) ovisi od polozaja
(z,y) u odnosu na jediniénu kruznicu, jer se granice integracije mijenjaju. Citaocu
se ostavlja da analiticki rijesi ovaj zadatak. Graficka reprezentacija rjesenja je data
programskim kodovima 2.19 - 2.21. Jasno se vidi sa dijagrama da marginalne funkcije
raspodjele i gustine vjerovatnoée pojedinih slucajnih promjenljivih (programski kod
2.21) viSe ne prate uniformne raspodjele iz kojih su generirane, zbog uslova da parovi
(X,Y) moraju lezati unutar jedini¢nog kruga.

PROGRAMSKI KOD 2.19

N = 5000
step = 0.1

X_init = np.random.uniform(-1, 1, N)
Y_init = np.random.uniform(-1, 1, N)

X=10;v=1;

for i in range(N):
if ((X_init[i])##2+(Y_init[i])**2<=1):
X.append(X_init[i])
Y.append(Y_init[i])

np.array (X)
np.array(Y)
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ssp.slprom2D.realizacije(X,Y)

1.0 1.0 4 1.0

0.5 A 0.5

o
s}
L

0.0 A 0.0 1

Sl.promjenljiva Y
o
o
1

—0.5 A —0.5 A —0.5 A

-1.04°

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Sl.promjenljiva X

PROGRAMSKI KOD 2.20

# Odredivanje funkcije raspodjele vjerovatnoce:
X, ¥, Pxy = ssp.slprom2D.PDF(X, Y)

# Odredivanje funkcije gustine vjerovatnole:
X_, y_ , pxy = ssp.slprom2D.pdf(X, Y);

Zajednicka funkcija raspodjele Zajednicka funkcija gustine
vjerovatnoce P(x, y) vjerovatnoce p(x, y)

1.0 0.6
0.8
0.6 0.4
0.4 0.2
0.2
0.0 0.0

PROGRAMSKI KOD 2.21

# Odredivanje marginalne PDF 1z zajednicCke PDF
ssp.slprom2D.PDF_marg(x = x, y =y, P_xy = Pxy);

# Racunanje marginalnih funkcija gustine vjerovatnoée na osnovu p(z,y):
ssp.slprom2D.pdf _marg(x = x_ , y = y_ , P_Xy = Pxy);
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

r \
Px(x) Py(y)

1.0 1.0

0.8 1 0.8

0.6 1 0.6

0.4 1 0.4

0.2 4 0.2 1

0.0 1 0.0 4

-15 -1.0 =05 0.0 05 1.0 -15 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0
X y
px(x) pr(y)

0.7
0.6

0.6 A

051 0.5 1

0.41 041

0.3 037

0.2 0.2 4

0.1 0.1

0.0 1 0.0 1

-1.0 -0.5 0.0 05 1.0 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0
X y
\ )

2.9 Uslovna vjerovatnoca

Uslovna vjerovatnoca za slucaj diskretne sluc¢ajne promjenljive je empirijski uvedena u
prethodnom poglavlju. U ovoj sekciji ¢e se opisani koncept prosiriti na vezu izmedu
slu¢ajne varijable i slucajnog dogadaja (ili neke druge slucajne varijable) u kontekstu
funkcija raspodjele i gustine vjerovatnoce. Npr. ako se zeli odrediti distribucija ocjena
medu studentima uzimajuéi u obzir neku drugu slucajnu varijablu (kao Sto je recimo
broj sati koje je student proveo spremajuéi ispit) neophodno je raditi sa tzv. uslovnim
vjerovatno¢ama. Drugi ilustrativan primjer je odredivanje gustine raspodjele vjerovatnoce
vanjske temperature ukoliko je poznato da je vlaznost zraka manja od 50%.

Funkcija raspodjele uslovne vjerovatnocée sluc¢ajne promjenljive X, uslov-
ljena dogadajem A predstavlja:

vjerovatnoca da (X < z, A)

Px|a(7) = vijerovatnoca da (X < z[A) = (2.62)

vjerovatnoda da (A)
Ovaj koncept se moze jednostavno prosiriti na raspodjelu uslovne vjerovatnoce izmedu
dvije slucajne promjenljive X i Y:
vjerovatnoca da (X < z,Y <y)

vjerovatnoca da (X < z|Y <y) = Vjerovatnoda da (Y < g) (2.63)
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pa se funkcija raspodjele uslovne vjerovatnoce definira kao:

Pxy(z,y)
—Py(y) (2.64)

Funkcija gustine uslovne vjerovatnodée se definira kao:

Pxy(zly) =

iy laly) = P (2.65)

Primjer 2.8:

Neka je slucajna promjenljiva X data kao slucajna promjenljiva uniformno raspo-
redena na segmentu [0, 1]. Odrediti funkciju raspodjele uslovne vjerovatnoée za
sluéajnu promjenljivu ako je dogadaj A definiran kao A = {X < 1/2}

Rjesenje:
Ova funkcija se moze analizirati u tri intervala:

e <0
vi(X <z, X <1/2)
« 0<2<1/2
vi(X <z,X <1/2) x
o >1/2

vi(X <2, X <1/2) 1/2
Papcam® = T 1

PROGRAMSKI KOD 2.22

N = 5000 #Broj realizacija

X = np.random.uniform(0, 1, N) #Slucajna promjenjiva iz uniformne raspodjele
X_ako_A = [] #Vektor za smjestanje slucajnih promjenjivih
#iz uslovne vjerovatnoce

for i in range(len(X)): #Glavna petlja
if (X[i] < 0.5):
X_ako_A.append (X[i])

X_ako_A = np.array(X_ako_A)

# Proracun raspodjela vjerovatnoce

x, Px = ssp.slpromiD.PDF(X,
prosirenje_opsega = 2.0,
prikaz = False)
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. Ocekivane vrijednosti.

2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce

x_ako_A, Px_ako_A = ssp.slpromlD.PDF(X_ako_A,
prosirenje_opsega = 2.0,
prikaz = False)
# Usporedba raspodjela

ssp.slpromiD.grafik(x, Px, x_ako_A, Px_ako_A,
naslov = "Usporedba funkcija raspodjele vjerovatnoce",

['$P_X(x)$', '$P_{x|A}(x)$'],
= '$x§', still =

legenda

lokacija_lgd = 'lower right', x_labela

Usporedba funkcija raspodjele vjerovatnoce

1.0 1
0.8 A

0.6 1

1

1

1

1

1

I

I

1

1

1

0.4 4 1
1

]

I

I

=== Px(x)
— Pyalx)

0.2 1

2

0.0 A
0

Primjer 2.9:
2abc
u(z)u(y)

Par slucajnih promjenljivih ima zajednicku funkciju gustine vjerovatnoce datu sa:
ax + by + ¢)3

pX,Y(xay) = (

za neke pozitivne konstante a, b i c. Odrediti px |y (z|y) i py|x (y]z).

Rjesenje:
Marginalne funkcije gustine vjerovatnoce se odreduju kao:
L G 2abc ac
px@) = [ pewin= [ @y = )
+oo +oo
2abc be
Funkcije raspodjele uslovne vjerovatnoce su:
p ($|y) _ Px,y (.’L‘, y) _ (arigzﬁrcp u(m)u(y) _ 2a’(by + 6)2 U(l’)
XY = = - =
| py () Tarar u(y) (az + by +¢)3
_pxy(@,y) _ Gerryrort@u®)  2b(ax + o) u(y)
Wu(x) (azx + by + ¢)3
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2.10 Crtanje i analiza jednodimenzionalnih funkcija
vjerovatnoce koristenjem Pythona

U nastavku ¢e biti pokazani neki od nacina formiranja i crtanja funkcija gustine i raspo-
djele vjerovatnoce za jednu ili viSe promjenljivih.

Pristup 1 - koristenje histograma

Jedan od intuitivnijih nac¢ina za vizualizaciju oblika funkcije gustine vjerovatnoce je ras-
poredivanje realizacija slucajne promjenljive X u okviru histograma. Jednostavnim post-
procesiranjem moguce je izdvojiti i obvojnicu histograma za dalje koristenje.

s N

PROGRAMSKI KOD 2.23

# PRISTUP 1 - koristenje histograma
N = 10000
broj_binova = 50

# Vektor od N realizacija slucajne promjenljive:
eta = 5; X = np.random.rayleigh(eta,N)

# Razvrstavanje realizacija u histograme
plt.figure(figsize=(3, 3))

pdf_hist = hist(X, bins = broj_binova, density = True);
plt.title("Histogram vrijednosti"); plt.xlabel('$x$')

# Zatim se iz histograma tzdvaja obuvojnica

pdf_x = []

for i in range(len(pdf_hist[2])):
pdf_x.append(pdf_hist[2] [i].get_height());

X_bin = pdf_hist[1] [0:broj_binoval;

def rayleigh(x):
y = (x/eta**2)*np.exp(-0.5%(x/eta) **2)
return y

ssp.slpromiD.grafik(X_bin, pdf_x, X_bin, rayleigh(X_bin),
x_labela = '$x$',
naslov = "Usporedba funkcija gustine vjerovatnoce",
legenda = ['Histogram','Teoretska'])

Histogram vrijednosti Usporedba funkcija gustine vjerovatnoce

0.12 1 —— Histogram

—— Teoretska
0.10 4
0.08 4
0.06 A
0.04 4
0.02
0.00

0 5 10 15 20

X X
\ J
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

Ovaj pristup daje dovoljno dobar rezultat za veliki broj uzoraka i za povoljno odabran
broj binova histograma, u protivhom dobivena funkcija nije dovoljno glatka.

Nadalje, moguée je numerickom integracijom odrediti i funkciju raspodjele vjerovat-
noce prema sljedeé¢em obrascu:

Px(x) = /1’ px (x)dx ~ Zp(k:Ax)Ax (2.66)

— 00

Realizacija je data programskim kodom 2.24.

e N

PROGRAMSKI KOD 2.24

# PRISTUP 1 - koriStenje histograma
Delta_X = X_bin[1]-X_bin[0]
PDF_X = Delta_X * np.cumsum(pdf_x)

ssp.slpromiD.grafik(X_bin, PDF_X,
naslov = "Funkcija raspodjele vjerovatnoce $P_X(x)$",
x_labela = "$x$")

Funkcija raspodjele vjerovatnoce Px(x)
1.0 4

0.8 A

0.6 A

0.4

0.2 9

0.01

Pristup 2 - koristenje definicione relacije

Drugi nacin za odredivanje funkcije raspodjele je koristenje definicione relacije:

Px(x) = vjerovatnoéa(X < x)
broj realizacija (X < )

2.67
ukupan broj realizacija ( )

To znaci da je za svako x iz domena na kojem se odreduje funkcija potrebno ,,prebrojati”
broj realizacija X < x. To se moze jednostavno odrediti i ,sumiranjem” jedinica u
izrazu U(x — X) (gdje U(-) oznacava Heavisideovu step-odsko¢nu funkciju). Realizacija
je pokazana u programskom kodu 2.25.

Funkcija gustine vjerovatnoée se racuna numerickim diferenciranjem funkcije raspo-
djele vjerovatnoce. Vazno je uociti da je dobivena funkcija jako zasumljena zbog diferenci-
ranja, te da vektor diferencija ima jedan element manje od polaznog vektora (programski
kod 2.26).
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PROGRAMSKI KOD 2.25

# PRISTUP 2 - koriStenje definicionog izraza
step = 0.01; x_min = 0; x_max = 20
x = np.arange(x_min, x_max,step)

P_x

np.zeros ((len(x)))

for i in range(len(x)):
_x[i] = sum (np.heaviside(x[i]l-X, 1))/N

jav]

ssp.slpromlD.grafik(x, P_x,
naslov = "Funkcija raspodjele vjerovatnoée $P_X(x)$",
x_labela = "$x$")

Funkcija raspodjele vjerovatnoce Px(x)
1.0

0.8

0.6

0.4 4

0.2 1

0.0 1

PROGRAMSKI KOD 2.26

# PRISTUP 2 - koriStenje definicionog izraza
pdf_x = np.diff(P_x)/step

ssp.slpromiD.grafik(x[1:], pdf_x,
x, (x/(eta*x*2))x*(np.exp(-x**2/(2xeta*x*2))),
naslov = "Funkcija gustine vjerovatnoée $p_X(x)$",
legenda = ['Eksperimentalna', 'Teoretska'l],
x_labela = "$x$")

Funkcija gustine vjerovatnoée px(x)

0204 —— Eksperimentalna
’ —— Teoretska
0.15 4
0.10 4
0.05 4
0.00 4
0 5 10 15 20
X
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

Pristup 3 - koristenjem sortiranja realizacija

Ovaj pristup je zapravo je veoma sli¢an prvom pristupu, odnosno baziran je na formiranju
histograma, ali ima i svoje fizikalno znacenje. Ukoliko se sve realizacije vektora sortiraju,
uocava se da se zbog prirode formiranja ovog dijagrama, funkcija raspodjele vjerovatnoce
za veliki broj realizacija zapravo dobiva transponovanjem navedenog grafika, te skalira-
njem broja realizacija sa brojem uzoraka N. Radi dalje upotrebe funkcije raspodjele
vjerovatnoce, funkcija se interpolira na vektoru x, kojeg je korisnik ve¢ definirao. Imple-
mentacija je data kodovima 2.27-2.28.

s N

PROGRAMSKI KOD 2.27

# PRISTUP 3 - koristenje sortiranja
sort_X = np.sort(X)
realizacije = np.arange(len(X))

ssp.slpromiD.grafik(realizacije, sort_X,

naslov = "Sortirani podaci - odgovaraju $P_X(x)$",
x_labela = "Realizacije ($n$)",
y_labela = " odgovara '$x$'")

Sortirani podaci - odgovaraju Px(x)

20 A

odgovara 'x*
= —

w o w
A ! !

o
L

0 2500 5000 7500 10000
Realizacije (n)

PROGRAMSKI KOD 2.28

# PRISTUP 3 - koristenje sortiranja
from scipy import interpolate
f = interpolate.interpld(sort_X, realizacije/len(X))

step = 0.01; x_min = min(X); x_max = max(X)
x = np.arange(x_min, x_max,step)

P_x = f(x) # interpolacija u novom vektoru
ssp.slpromiD.grafik(x, P_x,

naslov = "Funkcija raspodjele vjerovatnoce $P_X(x)$",
x_labela = "$x$")
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Funkcija raspodjele vjerovatnoce Px(x)
1.0 ]

0.8

0.6

0.4

0.2 A

0.0 1

Pristup 4 - koristenjem ssp biblioteke

Koristenjem gotovog ssp modula, crtanje i odredivanje jednodimenzionalnih funkcija ras-
podjele i gustine vjerovatnoce se moze obaviti kodom 2.29.

~
PROGRAMSKI KOD 2.29
X, px = ssp.slpromiD.pdf (X)
x, Px = ssp.slpromiD.PDF(X)
px(x) Px(x)
0.150 1.0
0.125
0.8 A
0.100 4
0.6 1
0.075
0.4 1
0.050 4
0.025 A 021
0.000 - 0.0 1
0 10 20 0 10 20
X X
- v

2.11 Crtanje i analiza dvodimenzionalnih funkcija vje-
rovatnoce koristenjem Pythona

Obzirom da su sada funkcije raspodjele i gustine vjerovatnoce zapravo funkcije dvije
promjenljive, tada se vizualizacija funkcija mora obaviti u trodimenzionalnom prostoru.
Prije nego se prede na objasnjavanje nacina izracunavanja funkcija vjerovatnoce, bit ce
ukratko opisan nacin samog crtanja funkcija u Python okruzenju.

U prvom koraku je neophodno unaprijed definirati funkciju p(z,y) koja se zeli vizu-
alizirati, bilo u analiti¢koj formi (npr. p(z,y) = sin(/x2 + y2)), ili mora biti zadana u
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formi matrice diskretnih vrijednosti. Nakon toga se crtanje obavlja pozivom odgovara-
juéih komandi, vrlo sli¢no sintaksi poznatog programskog paketa MATLAB. Jedan od
nacina kako se u Pythonu mogu analitic¢ki opisati funkcije vise promjenljivih je prikazan
kodom 2.30.

PROGRAMSKI KOD 2.30

# definiranje funkcije dvije promjenljive
def F(x, y):
return np.sin(np.sqrt(x ** 2 + y **x 2))

Vizualizacija funkcija dvije promjenljive se moze obaviti koristenjem koda 2.31.

PROGRAMSKI KOD 2.31

# Priprema z-y vrijednosti za crtanje:

step = 0.01; xmin = 1; xmax =3; ymin = 0; ymax = 4;
X = np.arange(xmin, xmax, step)

y = np.arange(ymin, ymax, step)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

# Racuna se Zeljena funkcija:
p=FX, Y

# Prikaz:
plt.figure()

ax = plt.axes(projection='3d');
ax.view_init(elev=30, azim=30)
ax.set_xlabel("x");
ax.set_ylabel("y");
ax.set_title("F(X,Y)");
ax.plot_surface(X, Y, p);

plt.show()

\. J

Ukoliko je pak matrica koja predstavlja funkciju veé izracunata (u slu¢aju programskog
koda 2.31 to je matrica p), tada se vizualizacija moZe napraviti i koriStenjem modula ssp,
kao u kodu 2.32.
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PROGRAMSKI KOD 2.32

ssp.slprom2D.grafik(X,Y,p,
elevacija = 30, azimut = 30)

x o

\. J

Funkcije zajednicke raspodjele i gustine vjerovatnoée se mogu dobiti na nacin kao i u
sluc¢aju jednodimenzionalnih funkcija, odnosno odredivanjem raspodjele vjerovatnoce, a
potom pravljenjem parcijalnih izvoda kako bi se dobile zajednicke funkcije gustine vjero-
vatnoce. Prvo je moguce odrediti funkciju raspodjele vjerovatnoce koristenjem funkcija
iz programskog koda, a potom numerickim diferenciranjem doéi do funkcije gustine vje-
rovatnocde (,isjecci” programskog koda 2.33).

PROGRAMSKI KOD 2.33

# Zajednicka funkcija raspodjele vjerovatnocle
def PDF(X, Y):

# oo

# ...

raspon_x = np.max(X) - np.min(X)
raspon_y = np.max(Y) - np.min(Y)

x = np.arange(np.min(X)-prosirenje_opsega*raspon_x ,
np.max (X) +prosirenje_opsega*raspon_x ,step)

y = np.arange(np.min(Y)-prosirenje_opsega*raspon_y,
np.max(Y)+prosirenje_opsega*raspon_y,step)

Xm, Ym = np.meshgrid(x, y)
P = np.zeros((len(x),len(y)))

N = len(X)

#Formiranje funkcije raspodjele vjerovatnoce
for i in range(len(x)):
for j in range(len(y)):
P[i,j]l= sum(np.heaviside(x[i]-X,1) * np.heaviside(y[jl-Y,1))/N

# ...
# ...
return x, y, P
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e D
# Zajednicka funkcija gustine wvjerovatnoce
def pdf (X, Y):
# ...
# ...
p = np.diff(np.diff(P,1, axis = 0)/step,1, axis = 1)/step
x = x[1:]
y = ylt:]
# ...
# ...
return X, y, p
" 7

U nastavku je pokazana jedna specifi¢nost kod izracunavanja funkcije gustine vjero-
vatnoée. Naime, funkcija raspodjele vjerovatnoée se moze lako izracunati i vizualizirati
kao dovoljno glatka funkcija, zbog Cinjenice da ukljucuje operator integracije, sto se vidi
iz sljedeéeg programskog koda.

PROGRAMSKI KOD 2.34

N = 1000

X = np.random.normal(0, 2, N)
Y = np.random.normal(0, 4, N)

# Odredivanje funkcije raspodjele vjerovatnoce:
X, ¥, P_xy = ssp.slprom2D.PDF(X,Y)

Zajednicka funkcija raspodjele
vjerovatnoce P(x, y)

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0.0

\. J

Medutim, direktnim numeric¢kim diferenciranjem, bas kao i u sluc¢aju jedne slucajne
promjenljive, dobivena funkcija gustine vjerovatnoce je jako zasumljena kada se radi o
malom broju realizacija. Radi toga je moguce, prije diferenciranja funkcije raspodjele
vjerovatnoce, istu ,zagladiti” npr. korisStenjem filtera. Iako na prvi pogled to moze
djelovati kao dobro rjeSenje, filtriranje moze i narusiti informacije sadrzane u signalu
raspodjele vjerovatnoce, te korisnika dovesti u zabludu pri analizi funkcija raspodjele. U
skladu s tim, preporucuje se oprez prilikom filtriranja ili interpoliranja funkcija raspodjele
vjerovatnoce.
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PROGRAMSKI KOD 2.35

# Odredivanje funkcije gustine vjerovatnoce:
X_ , y_ , pP_Xy = ssp.slprom2D.pdf(X,Y,
naslov = "Zajednicka pdf(x,y) bez filtriranja");

X_ , y_ , p_Xy = ssp.slprom2D.pdf(X,Y,
koef_filtriranja = 3.0,
naslov = "Zajednicka pdf(x,y) sa filtriranjem");

Zajednicka pdf(x,y) bez filtriranja  Zajednicka pdf(x,y) sa filtriranjem

0.025
0.020]
0.015]
0.010]
0.005
0.000

J

Marginalne funkcije gustine i raspodjele vjerovatnoce se mogu dobiti na sljedeée na-
¢ine. Marginalne funkcije gustine vjerovatnoce se mogu dobiti numerickim integriranjem
funkcije zajednicke gustine vjerovatnoce po odgovaraju¢im osama, Sto odgovara sumiranju
elemenata u matrici pxy koja predstavlja gustinu vjerovatnoce. S druge strane, odredi-
vanje marginalnih funkcija raspodjele vjerovatnoéa Px(x) i Py (y) za y = 400 odnosno
x = +00, odgovara odabiru posljednje vrste odnosno kolone u matrici koja predstavlja
funkciju raspodjele Px y. Ovaj princip je prikazan isje¢kom programskog koda 2.36.

PROGRAMSKI KOD 2.36

def pdf_marg(X = None, Y = None, p_xy = None):

# ...
# ...
px = np.sum(p_xy, axis=1)*step
py = np.sum(p_xy, axis=0)*step
# ...
# .

def PDF_marg(X = None, Y = None, step = 0.1, prosirenje_opsega = .2,
x = None, y = None, P_xy = None,
prikaz = True,
promjenljival = 'X', promjenljiva2 = 'Y',
naslov = None):

# .
# .
Px = P_xyl[:,-1]
Py = P_xyl[-1,:]
# .
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s )
# .
- v
Primjer ekstrakcije marginalnih funkcija vjerovatnoée pomoc¢u modula ssp je dat pro-
gramskim kodom 2.37.
PROGRAMSKI KOD 2.37 ]
ssp.slprom2D.pdf _marg(x = x_, ¥y = y_, P_Xy = p_Xy);
ssp.slprom2D.PDF_marg(x = x, y =y, P_xy = P_xy);
px(x) pr(y)
0.20
0.12
0.15 0.104
0.08 1
0.10 0.06 1
0.04 1
0.05 1
0.02 4
0.00 1 0.00 1
-0 -5 0 5 -10 0 10
X y
Px(x) Py(y)
1.0 4 1.0 4
0.81 0.8
0.6 4 0.6 1
0.4+ 0.4
0.2 0.2 1
0.0 1 0.0
-0 -5 0 5 -10 0 10
X y

2.12 Mjesoviti momenti

Ispitivanje medusobne nezavisnosti slucajnih promjenljivih se moze uraditi koristenjem
zajednickih funkcija raspodjele odnosno gustine vjerovatnoce, te koristenjem marginalnih
funkcija vjerovatnoce. Naime, ukoliko vrijedi:

px,y(z,y) = px(x) - py (y) (2.68)

odnosno:
Pxy(z,y) = Px(x) - Py (y) (2.69)

tada se za slucajne promjenljive X i Y kaze da su nezavisne. Drugi nacin interpretacije
da su X 1Y nezavisne slucajne promjenljive jeste da realizacija jedne nema utjecaja na
realizaciju druge, ili ne moze pomodéi u predvidanju druge.
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Medutim, odredivanje marginalnih vjerovatnoca, kao i ispitivanje navedenih uslova
moze biti analiticki i numericki zahtjevno. Iz toga razloga se nezavisnost dogadaja moze
analizirati koristenjem tzv. mjesovitih momenata. Mjesoviti momenti se nazivaju i
indikatori, a definiraju se slicno kao i momenti za jednu slucajnu promjenljivu. Definira
se oCekivana vrijednost funkcije dvije sluéajne promjenljive f(X,Y):

+oo +oo
B = [ [ fe ey ydedy (2.70)

Od posebnog interesa su funkcije f(X,Y) polinomijalnih oblika, odnosno f(X,Y) =
X™Y™, tzv. momenti (m,n)-tog reda :

—+oo +oo
By = [ [ ey ey (2.71)

Analogno, definiraju se i centralni momenti (m,n)-tog reda:
+o00 +o0
E[(X —nx)"(Y —ny)"] = / / (x —nx)"(y —ny)"pxy(z,y)dedy  (2.72)
— o0 — o0

2.12.1 Korelacija

Mjesoviti moment prvog reda se definira uvrstavajuéi f(X,Y) = XY kako slijedi:

“+oo “+oo
E[XY]=Rxy =nxy = / / rypx,y (z,y)dzdy (2.73)

Mjesoviti moment prvog reda (nxy) se joS naziva i korelacija. Ako je korelacija
jednaka nuli (nxy = 0), tada se za dvije slucajne promjenljive kaze da su ortogonalne.
Moze se primijetiti da je pojam ortogonalnosti vrlo slican pojmu ortogonalnosti kod de-
terministickih signala, pri ¢emu je kod deterministickih signala vjerovatnoca realizacije
zapravo jednaka jedinici.

Korelacija se pojavljuje kao izraz i prilikom odredivanja srednjekvadratne vrijednosti
sume slucajnih promjenljivih:

E[(X +Y)? E[X?] + E[Y?] + E[2XY] (2.74)

X1y = 0% +ov+2xy (2.75)

Koristenje mjesovitih momenata omogucava i ispitivanje nezavisnosti slucajnih vari-
jabli. Naime, za razliku od ispitivanja nezavisnosti slucajnih promjenljivih koristenjem
zajednickih funkcija vjerovatnoca, mnogo je jednostavnije odrediti oc¢ekivane vrijednosti
slucajnih promjenljivih X, Y i XY . Ukoliko ne vrijedi da je:

E[XY] = E[X]E[Y)] (2.76)
tada slucajne promjenljive X i Y nisu nezavisne. Vazno je primijetiti da ne vrijedi su-

protno, odnosno da ukoliko vrijedi relacija (2.76) to ne znaé¢i nuzno da su X i Y nezavisne
slucajne promjenljive.
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2.12.2 Kovarijansa

Kovarijansa izmedu dvije slu¢ajne varijable se dobiva iz centralnog momenta (relacija
(2.72) zam=1in=1):

+o00 +o0o
Cov(X.Y) = E((X ~n)(V =)l = [ [ (@=no)y—mIpxy(z,)dady (.70

Ako dvije varijable imaju kovarijansu jednaku nuli, kaze se da su nekorelirane. Korelacija
i kovarijansa su povezane na sljede¢i nacin:

Cov(X,Y) = E[X —nx)Y —ny)]
= E[XY]-EnhxY] - E[Xny]+ Enxny]
= Nxy —NxNy —NxNy +nxNy
= Xy —NxNy (2.78)

Ako neka promjenljiva X ili Y ima ocekivanu vrijednost (srednju vrijednost) jednaku
nuli, kovarijansa i korelacija su zapravo ekvivalentne.
Takoder, bitno je primijetiti da:

Cov(X, X) = Var(X) = o° (2.79)

Osim kovarijanse i korelacije, postoje jos neki (normalizovani) parametri koji pokazuju
veze izmedu slucajnih promjenljivih. Jedan od njih je (Pearsonov) korelacioni koeficijent:

_ Cov(X,Y) _ Cov(X,Y) E[(X —nx)(Y —ny)]
PXY = = T = (280)
Var(X)Var(Y) 0% 0y oxX0y
Moze se pokazati da vrijedi:
lpxy| <1 (2.81)

Ukoliko je korelacioni koeficijent jednak nuli, tada su dvije varijable nekorelirane.
Ukoliko je korelacioni koeficijent jednak jedinici (ili minus jedinici) tada su sluc¢ajne pro-
mjenljive u potpunosti korelirane.

Primjer 2.10:
Posljedica: Ako su dvije slucajne promjenljive X i Y medusobno nezavisne, tada
vrijedi:
Nxy = NxNy
Cov(X,Y)=pxy =0

Dokaz:

E[XY] = 7NXy

+oo —+oo
/ / rypx,y (z,y)dzdy
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“+o0 +oo
/ / rypx (z)py (y)dxdy

— /+OO rpx (z)dx /+OO ypy (y)dy

— 00 — 0o

= E[X]E[Y]
= NxNy
Iz navedenog slijedi da nezavisnost implicira nekoreliranost. Medutim, vazno je napo-

menuti da nuzno ne vrijedi suprotno, odnosno da slucajne varijable koje nisu korelirane
ne moraju nuzno biti nezavisne.

Kako bi se bolje ilustrovao pojam korelacije, u nastavku ¢e biti razmotren jedan specifi-
¢an primjer. Neka su X; i X5 dvije slucajne promjenljive koje su medusobno nekorelirane,
dolaze iz normalne raspodjele i imaju identi¢nu varijansu (Var(X;) = Var(X3z)). Tada se
moze sintetizirati sluc¢ajna promjenljiva Y kao njihova linearna kombinacija:

Y = pX1 + v/ 1-— p2X2 (282)

gdje je p realan broj —1 < p < 1. Bit ¢e pokazano da su Y i X; korelirane i da je njihov
korelacioni koeficijent p.
Naime:

COV(Xl, Y)

Var(X;)Var(Y)

COV(Xl, ,()Xl + v/ 1-— pQXQ)
\/Var(Xl)Var(le + /1 —p2X5)

=0

Var(X1)

PY X,

pCov (X1, X) + VT 77 Cov(X, X)
\/Var(Xl)Var(le + /1= p2Xy)
_ pVar(X,)
\/Var(Xl)Var(le +/1 = p2Xy)
_ pVar(Xy)
Va0 — P)Vart ()
pVar(Xy)
Var?(X5)
~ (2.83)

Vizualizacija razli¢itih korelacionih koeficijenata, odnosno kovarijanse, za opisani pri-
mjer je data programskim kodovima 2.39-2.40.
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PROGRAMSKI KOD 2.39

N = 1000
X1 = np.random.normal(0, 2, N)
X2 = np.random.normal(0, 2, N)

def analiza_korelacije(rhos, X1, X2):

for rho in rhos:

Y = rho*X1 + np.sqrt(l-rho**2)*X2

naslov = '(X1, Y), Koeficijent korelacije: $\\rho$= ' + str(zho);

#SIS2.Prikaz.korelacija(X1, Y, naslov)

ssp.slprom2D.realizacije(X1,Y,
naslov = '(X1, Y), Koeficijent korelacije: $\\rho$= ' + str(rho),
promjenljival = 'X1', promjenljiva2 = 'Y',
dijagrami = 'samo (X,Y)')

PROGRAMSKI KOD 2.40

analiza_korelacije(rhos = [-0.95, -0.65, 0, 0.3, 0.5, 1], X1 = X1, X2 = X2)

(X1, Y), Koeficijent korelacije: p= -0.95

67‘.00 o

N

4 A e

Sl.promjenljiva Y
o

_2 4
_4 .
,6 4
T T T
-5 0 5
Sl.promjenljiva X1 Sl.promjenljiva X1

(X1, Y), Koeficijent korelacije: p= 0 (X1, Y), Koeficijent korelacije: p= 0.3

6

4

Sl.promjenljiva Y
Sl.promjenljiva Y
o

Sl.promjenljiva X1 Sl.promjenljiva X1
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-
(X1, Y), Koeficijent korelacije: p= 0.5 (X1, Y), Koeficijent korelacije: p= 1
6 1 6 1 ¢
4
4 A 4 1
> >
R 2 21
= =
2 07 2 0
§ §
5727 521
2Ry n e
—6 —6®
=5 0 5 =5 0 5
Sl.promjenljiva X1 Sl.promjenljiva X1

Primjer 2.11:
Neka su date slucajne promjenljive X i Y slucajno rasporedene na krugu:

pxy(z y):{%a 22 4+y? <1

0, inace

Pokazati da su slucajne promjenljive nekorelirane, ali nisu nezavisne.

Rjesenje:
Kako je pokazano u Primjeru 2.7, vrijedi sljedece:

px(@)py () = 2T =222 T= 3 = S [T= )~ 9P # px,v (29)

pa slucajne promjenljive nisu nezavisne. S druge strane:

+oo  p+too
EXY] = / / zypx,y (z,y)dzdy

— 00 — 00
+1 Vi1+z2 1

= / / ry—dxdy
o1 Joyizer U
1 Vitaz?

= f/ T / ydy | dx
T™J-1 —V1—a2

1 +1
= 7/ x - 0dz
m™J

= 0

pa vrijedi da su slucajne promjenljive ortogonalne. Nadalje, zbog Cinjenice da je

px(z) = 2‘/%7 simetri¢na u nuli, to je F[X] = 0:
400
E[X] = / zpx (v)dx
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/*1 21 — 22
= xidx

—1 ™

=0
Analogno, E[Y] = 0 pa je i kovarijansa:
Cov(X,Y)=E[XY]| - E[X]E[Y]=0

prema tome, varijable X i Y su i nekorelirane.

2.13 Transformacije slucajnih promjenljivih

Neka je data slucajna promjenljiva X sa svojom marginalnom funkcijom raspodjele vjero-
vatnoée Px () i gustine vjerovatnoce px(x) respektivno. Takoder, neka je data funkcija
y = g(x) koja preslikava slu¢ajnu promjenljivu X u slu¢ajnu promjenljivu Y. Moze se pos-
taviti pitanje s kakvom raspodjelom vjerovatnoce je raspodijeljena slucajna promjenljiva
Y.

Obzirom da funkcija g(z) na intervalu od interesa na kojem je definirana slucajna
promjenljiva x moze biti (slika 2.12):

e monotono rastuca,
e monotono opadajuca,
¢ po dijelovima monotono rastuc¢a i monotono opadajuca,

u skladu s tim ¢e biti i izvrsena analiza ovog preslikavanja.

y = g(x) y = g(x)

a) b) c)

Slika 2.12: Tipovi funkcija preslikavanja y = g(x), a) monotono rastuéa, b) monotono
opadajuéa, ¢) po dijelovima monotono rastuc¢a i monotono opadajuca.
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U slucaju da je funkcija y = g(x) monotono rastuéa, tada vrijedi:

Py(y) = vjerovatnoda da (Y < y)
= vjerovatnoda da (g(X) <)
vijerovatnoca da (X < g7 (y))
Px(g™' ) (2.84)

gdje je x = g~ (y) inverzna funkcija od funkcije y = g(z). 1z (2.84) slijedi:

Py (g(x)) = Px(z) (2.85)

Pravljenjem izvoda po x obje strane jednakosti (2.85) dobija se:

Mﬂ@:m@:“%gmzmwﬂﬁﬂzwwﬁwm) (2.86)
odnosno:
dy -t
py(y) = px(2) | = (2.87)
<dx) z=g~1(y)

Pravljenjem izvoda po y obje strane jednakosti (2.85) dobija se ista relacija u nesto
drugacijoj formi:

dPy (y) d[Px ()] dx

dy =py(y) = Ty = pX(x)@

(2.88)

z=g~1(y)
Primjer 2.12:

Data je slucajna promjenljiva X sa normalnom raspodjelom, ocekivanom vrijed-
nosti a i standardnom devijacijom o. Odrediti funkciju gustine vjerovatnoce slu-
¢ajne promjenljive Y = AX + B pri ¢emu su A i B realne konstante i A > 0.

Rjesenje:
Prema relaciji (2.87) vrijedi:
dy
dx
odnosno:
dy\ !
) = pxo) (3
=g~ (y)
1 _1(@=a)? 1
= A
oV2m ) w—y=B
A
1 (y:‘B —a)2

82



2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

(Ao)v2m

_1lu=
e 2

(B+aA))?
(Ao)

odakle se vidi da je i novodobivena slucajna promjenljiva zapravo sluc¢ajna promjenljiva
sa Gaussovom raspodjelom, samo $to je nova standardna devijacija data sa Ao i nova
odekivana vrijednost sa E[Y] = Aa + B. Ovo se moZe uoditi i pomocu programskog

koda 2.41.

PROGRAMSKI KOD 2.41

N = 1000
a, sigma = 1, 3
A, B=2,2

X = np.random.normal(a, sigma, N)
Y = A*X + B

def analiza_2D_PDF_pdf (X,Y,

ssp.slprom2D.PDF_marg(X,Y,
promjenljival
promjenljiva2

ssp.slprom2D.pdf _marg(X,Y,
promjenljival
promjenljiva2

analiza_2D_PDF_pdf (X,Y)

promjenljival = 'X', promjenljiva2 = 'Y'):

promjenljival,
promjenljiva2);

promjenljival,
promjenljiva2);

print ("0Cekivana vrijednost E[Y] (numeriéki): {:.2f}".format (np.mean(Y)))

print ("0&ekivana

print("Varijansa
print("Varijansa

vrijednost E[Y] (analiticki): {:.2f}".format(A*a+B))

od Y (numeriéki): {:.2f}".format(np.var(Y)))
od Y (analiticki): {:.2f}".format((A*sigma)**2))

Px(x) Py(y)
1.0 1.0
0.8 4 0.8 1
0.6 0.6 1
0.4+ 0.4
0.2 4 0.2 1
0.0 4 0.0 1
-10 0 10 -20 0 20
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Slucajni signali i procesi

px(x) pr(y)
0.20 0.12 4
0.10 4
0.15 4
0.08 4
0.10 0.06
0.04 -
0.05 4
0.02 4
0.00 4 0.00 4
-10 0 10 -20 0 20

OCekivana vrijednost E[Y] (numericki): 3.78
OCekivana vrijednost E[Y] (analiticki): 4.00
Varijansa od Y (numericki): 35.84
Varijansa od Y (analitiéki): 36.00

Primjer 2.13:

Data je slucajna promjenljiva X sa uniformnom raspodjelom na intervalu (0, 1).
Odrediti funkciju gustine vjerovatnoce slucajne promjenljive Y = —%ln(l - X).

Rjesenje:
U ovom slucaju je transformacija y = ¢g(z) monotono rastuca funkcija, te vrijedi da je
r=1-e"ipx(x) =1 na intervalu (0,1). U tom smislu vrijedi:

dy 1 1
dr ANl —z

odnosno:

py(y) = px(@) (Zz)_l

_ (T
B Al —z
r=1—e—2Y

= )‘(1 - x)|z:l—c*>‘y
= Ml-1+e)
= eV

=g~ (y)

sto predstavlja eksponencijalnu raspodjelu slu¢ajne promjenljive na intervalu (0, 1).
Tlustracija dobivenog preslikavanja se moze analizirati programskim kodom 2.42.
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

PROGRAMSKI KOD 2.42

N = 1000
X =
Imb = 3

np.random.uniform(0, 1, N)

Y = -(1/1mb)*np.log(1-X)

analiza_2D_PDF_pdf (X,Y)

Px(x) Py(y)
1.0 1.0
0.8 0.8
0.6 0.6 4
0.4 A 0.4
0.2 0.2
0.0 A 0.0 4
—0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0 1 2
X y
Px(x) py(y)
1.2 2.5
1.0 1 2.0
0.8
1.5 A
0.6
1.0
0.4
0.2 0.5
0.0 - 0.0 1
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0 1 2
X y

Analogno, ukoliko je funkcija monotono opadajuéa (slika 2.12b)), tada vrijedi:

odakle slijedi (sliénim rezonovanjem kao u prethodnom slucaju):

priy) = —px(@) )

odnosno, u opstem sluc¢aju, kada je funkcija monotona:

py(y) = px ()

Py(y) = vjerovatnoca da (Y <y)

= vjerovatnoca da (g(X) < y)

= vjerovatnoca da (X > ¢! (y))

W lzmg-1(y)

da
dy

=g~ (y)

= —px(z) (

= px(v)

(

dy
dx

.

(2.89)

(2.90)
r=g~1(y)

(2.91)
z=g~1(y)
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Vrlo Cesto se moze desiti da funkcija y = g(z) nije ni monotono rastuéa ni monotono
opadajuca, ve¢ moze sadrzavati intervale na kojima je monotono rastuca i intervale na
kojima je monotono opadajuéa (slika 2.12c)). Pokazuje se da u opstem slucaju vrijedi:

(%)

(2.92)

py(y) = Z px(z)

( >ZZPX($)

gdje su x; dati kao rjeSenja jednacine y = g(z).

Primjer 2.14:

dic
dy reg—1

z=g~"(y)

Data je slu¢ajna promjenljiva X sa normalnom raspodjelom, nultom srednjom vri-
jednosti i jedinicnom standardnom devijacijom. Odrediti funkciju gustine vjero-
vatnoée sluéajne promjenljive Y = X?2.

Rjesenje:
Moze se uociti da za negativne vrijednosti y ova transformacija ne daje realne korijene
(py(y) = 0, y < 0). Za nenegativne vrijednosti y postoje dva korijena z; = \/y i

x2 = —/y. To implicira:
@ =il
dx

+ px (CE)
=y
1

= m px(VY) + px(—vY)]

Do ovog izraza se moze dodi i na sljedeéi nac¢in. Dogadaji se mogu opisati kao:

{Y <y}

pry) = Y px()

1
2z

z=g~'(y)

= px(z)

2x =

{X? <y}
= {~V¥ <X <+H/y}
vi <X < +viyUx = —va

Dalje se zakljucuje:

Py (y) = Px(\/y) — Px(—+/y) + vjerovatnoéa(X = —/7). (2.93)
=0

Diferenciranjem relacije (2.93) se dobiva:

pr(8) = px (VD)5 m

NG +px(—\/§)

1
2y
odnosno:

[px(VY) + px(=vy)]

py(y) =

n
2y
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

- %mwwpx(m]
1 1 1 (Vi-a)?
- L 3 ).

VY Lov2r

Za a = 0 se od Gaussove raspodjele prakticno dobiva Gamma raspodjela.

PROGRAMSKI KOD 2.43
N = 1000
a, sigma = 0, 1
X = np.random.normal(a, sigma, N)
Y = X*%2
analiza_2D_PDF_pdf (X,Y)
Px(x) Py(y)
1.0 4 1.0
0.8 4 0.8
0.6 0.6 A
0.4 1 0.4
0.2 4 0.2 1
0.0 1 0.0
-4 =2 0 2 4 0 5 10 15
X y
px(x) pr(y)
0.4 1 1.50 4
1.25 4
0.3 4
1.00 A
0.2 4 0.75 4
0.50 A
0.1
0.25
0.0 1 0.00 4 —
-4 =2 0 2 4 0 5 10 15
X y

Transformacija promjenljivih je izuzetno korisna za primjenu nad funkcijama dvije
promjenljive, odnosno nad parovima slucajnih promjenljivih. Tako npr. neka su X i Y
slucajne promjenljive i neka su sluc¢ajne promjenljive Z i W formirane koristenjem:

z = qi(z,y) (2.94)
w = ga(x,y) (2.95)
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i neka su inverzne funkcije date sa:

z = hi(z,w) (2.96)
= ha(z,w) 2.97)
Tada se moze pokazati da vrijedi:
'1:,
Pz () = — XX ) (2.98)
det BTTJ %
y = ha(z,w)

odnosno:

pzw(z,w) = px,y(z,y) (2.99)

oz
det[ i@ ”
ow

x = hi(z,w)
y = ha(z,w)
pri ¢emu se moze koristiti onaj od izraza koji je pogodniji za koristenje. Moze se primijetiti
da je zbog prosirenja na funkcije vise promjenljivih, izvod zamijenjen Jakobijanom.

Primjer 2.15:

Neka su dvije slucajne promjenljive X i Y uniformno rasporedene na segmentu
[0,1] i neka su date slucajne promjenljive Z i W kao:

Z = —2In(X)cos(27Y)
W = —2In(X)sin(27Y
Odrediti raspodjelu pz w (2, w) (u literaturi poznata kao Box - Muller transforma-
cija).
Rjesenje:

Jasno je da vrijedi:
22 4+ w? = —2In(x)

£ tan(2my)
z

odnosno:
22+w2
x=e¢ 2z =hi(z,w)
1 w
= —atan(—) = ho(z,w
y = goatan(2) = ha(z,w)
Dalje vrijedi:
oz Oz
D o= det| &
9 Oy
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

ﬁ (=2)Lcos(2my) —2my/—2In(z)sin(2my)
—zln(x

= 1 o9\l —

m( 2)=sin(2ry)  2my/—2In(z)cos(2my)

= cos?(2my) + sin®(2my)]

Pa je tada na sektoru [0, 1] x [0, 1]:

px,v(z,9y)
pZ’W(Z’w) - dz 7 dz
det f;Tx 371
[ Bilzu 671;/} T = hl(za w)
y = ha(z,w
1
e -
p r=e 2
y = 5atan(2)
1 22402
= — 2
271'6

sto zapravo predstavlja dvodimenzionalnu Gaussovu raspodjelu.

PROGRAMSKI KOD 2.44

X = np.random.uniform(0, 1, N)
Y = np.random.uniform(0, 1, N)

ssp.slprom2D.realizacije(X,Y)

101, . ooy 1.0 1.0 e o .
AR Ehd B e
0.8 { s o N SANEL oA 0.8 1 . 087 P & .‘a‘_};.
R s T de
0.6 Fss ¢ 06 %oe-'.;..;.’-. R 4eTY, ..%3:’4:
o N g et e
0.4 b 2 &2 0.4 gs o4 'f‘?,'..:, bk. L’ 9-:34'
024 igas '3 2 50t e 0.2 PR L -.ﬂ."::.'-‘:-'.:’é}‘g:
s SFisaml ui: bt e VE MG 220 4
0.0 Wb VARSI 0.01 0.01 % b RGO
0 500 1000 ) 0.00 025 050 075 1.00
i i Sl.promjenljiva X
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PROGRAMSKI KOD 2.45

analiza_2D_PDF_pdf (X,Y)

Px(x) Py(y)
1.0 4 1.0 A
0.8 A 0.8 1
0.6 1 0.6
0.4+ 0.4
0.2 0.2
0.0 A 0.0 4
—0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X y
Px(x) py(y)
1.24
1.01
1.0 4
0.8
0.8
061 0.6
047 0.4
0.2 1 021
0.0 A 0.0 A
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X y
PROGRAMSKI KOD 2.46
Z = np.sqrt(-2*np.log(X))*np.cos(2*np.pi*Y)
W = np.sqrt(-2*np.log(X))*np.sin(2*np.pi*Y)
ssp.slprom2D.realizacije(Z, W, promjenljival = 'Z', promjenljiva2 = 'W')

Sl.promjenljiva W

Sl.promjenljiva Z
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

PROGRAMSKI KOD 2.47

analiza_2D_PDF_pdf (Z,W,
promjenljival

'Z', promjenljiva2 = 'W')

Pz(z) Pw(w)

1.0 4 1.0 4

0.8 4 0.8 4

0.6 1 0.6 1

0.4 1 0.4 4

0.2 024

0.0 1 0.0 1

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
z w
pz(2) pwlw)

0.5 0.4 4

0.4 1
0.3 1

0.3 4
0.2 1

0.2 A

014 0.1

0.0 1 0.0 1

- 0 2 4 -4 -2 0 2 4
z w
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Zadaci za samostalan rad

1. Naéi funkciju gustine vjerovatnoée i funkciju raspodjele vjerovatnoée za sluc¢aj bacanja
novciéa i za slucaj bacanja kockice, ako se smatra da je svaki dogadaj jednako vjerovatan.

2. Data je funkcija gustine vjerovatnoée kao na slici 2.13. Naéi funkciju raspodjele vjerovat-
noce.

px ()

034------- - ————y -

02---sp--md-mmmmmm -

1 2 3 4 5 6

Slika 2.13: Funkcija gustine vjerovatnoce za Zadatak 2

3. Otpor R ima nominalnu vrijednost 100[©?] i maksimalnu gresku £10%. Odrediti vjero-
vatnoéu da se vrijednost otpora nalazi izmedu 100[Q?] i 105[Q2], ako je vrijednost otpora
uniformno rasporedena na intervalu moguéih vrijednosti. Nacrtati odgovarajuéu funkciju
raspodjele i gustine vjerovatnoce.

4. Funkcija raspodjele vjerovatnoce slucajne varijable X je prikazana na slici 2.14. Odrediti
funkciju gustine vjerovatnoce, te odrediti vjerovatnocu da je vrijednost slucajna varijabla
manja od 2.5.

5. Funkcija gustine vjerovatnoée slucajne promjenljive X je data sa px(z) = eol2l Odrediti
funkciju raspodjele Px (z).

6. Funkcija raspodjele slucajne promjenljive X je data sa:

0, r < =5
Px(a)={ @ _5<gpc7
1, 7<=z

Odrediti oéekivanu vrijednost E[X] i varijansu Var[X].

Px(l)

Slika 2.14: Funkcija raspodjele vjerovatnoce za Zadatak 4
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2. Slucajna promjenljiva. Modeli raspodjele vjerovatnoce. Ocekivane vrijednosti.

10.

11.

12.

13.

14.

Ako je X normalna slu¢ajna promjenljiva sa srednjom vrijednoséu 5 i srednjekvadratnom
vrijednoséu 89, nadi vjerovatnoc¢u da bude zadovoljeno 9 < X < 25.

Maksimalna temperatura T izrazena u °F izmjerena u julu na Antarktici predstavlja
Gaussovu slucajnu promjenljivu ¢ija je varijansa 225. Temperature premasuje 10°F sa
vjerovatnoé¢om od % Kolika je vjerovatnoca da temperatura bude iznad temperature smr-
zavanja od 32°F'? Koliko iznose vjerovatno¢e P{T < 0} i P{T > 60}7 .

Data je funkcija gustine vjerovatnoce slucajne promjenljive X koja ulazi u strukturu pri-
kazanu slikom 2.15. Odrediti oc¢ekivanu vrijednost E[Y] izlazne slu¢ajne promjenljive Y.

Slika 2.15: Funkcija gustine vjerovatnoée i zadana struktura, za Zadatak 9

Kontinualna sluc¢ajna promjenljiva X je uniformno rasporedena izmedu 11 5. Ako je data
ovisnost Y = X? naéi funkciju gustine vierovatnoée, funkciju raspodjele vjerovatnode i
ocekivanu vrijednost slucajne promjenljive Y.

Diskretna slucajna varijabla X uzima vrijednosti —1, 0 i 1 sa vjerovatno¢ama koje iznose
0.3, 0.1 i 0.6, respektivno. Odrediti funkcije gustine i raspodjele slu¢ajne promjenljive
Y =X?+1.

Na slici 2.16 je data ovisnost Y = Y (X). Ako je X slucajna varijabla uniformno raspore-
dena na segmentu [—2, 2], naéi py (y), Py (y) i E[Y].

Slika 2.16: Ovisnost Y (X) za Zadatak 12

Na slici 2.17 je data ovisnost Y = Y (X). Ako je X slucajna varijabla uniformno raspore-
dena na segmentu [—2, 2], naéi py (y), Py (y) i E[Y].

Slucajne promjenljive X i Y imaju zajednicku funkciju gustine vjerovatnoée datu sa:

c 0<z<3, 0<y<5
0, inace

px,y (T,y) = {

Pronadi konstantu ¢ i vjerovatnoéu dogadaja A = {1 <z < 3,2 <y < 3}.
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15.

16.

94

Slika 2.17: Ovisnost Y (X) za Zadatak 13

Zajednicka funkcija gustine vjerovatnoce slucajnih promjenljivih X i Y ima oblik:

cx, 0<x<1, |y <a?
0, inace

px,y(z,y) = {

Odrediti konstantu ¢ i marginalne funkcije gustine vjerovatnoce px (z) i py (y).

Slucajne promjenljive X i Y imaju zajednicku funkciju gustine vjerovatnoée oblika:

522 1 <r<1, 0<y<a?
pxy(zy) =4 27 e

0, inace
Odrediti:
(a) E[X]1i Var[X];

(b) E[Y]i Var[Y];
(¢) Cov]X,YT;



3. Slucajni vektori

3.1 Slucajni vektor. Funkcije vjerovatnocée vektora
slucajnih promjenljivih.

Nekada je od interesa razmatrati ne samo jednu slucajnu promjenljivu, veé¢ vektor slu-
¢ajnih promjenljivih. Npr. ukoliko se zeli analizirati eksperiment koji podrazumijeva
bacanje nov¢iéa 5 puta uzastopno, tada su moguce realizacije eksperimenta npr. [pismo,
glava, pismo, pismo, glava]. Ovaj eksperiment moze biti sproveden na nacin da se jedan
novc¢i¢ baca 5 puta uzastopno i da se to tretira kao eksperiment, ili da se baca 5 novcic¢a
istovremeno pa se to tretira kao eksperiment. U svakom slucaju, rezultat eksperimenta se
moze predstaviti vektorom slu¢ajnih promjenljivih (eng. random vector, multivariate

random variable):
X = [X1, Xo, ..., X,]¥ (3.1)

Ocigledno je da ¢e ponasanje slucajnog vektora biti povezano sa ponasanjem pojedinac¢nih
slucajnih varijabli koje ga sacinjavaju. Pojmovi kao Sto su funkcija gustine vjerovatnoce
i funkcija raspodjele vjerovatnoée za vektor sluCajnih promjenljivih se mogu definirati
pomocu funkcija n slucajnih promjenljivih:

Px(z1,xa,....,x,) = Px(x) = vjerovatnoéa da [X; < z1, Xo < 29,..... X, < zp] (3.2)

odnosno: 0" Px ( )
L1, L2y ey Ty

v Tp) = px(x) = 3.3

px(T1,2, ..., Tn) (@) 011015...02), (33

Analogno, mogu se definirati i marginalne vjerovatnoée po pojedinim promjenljivim, npr.:
PX(xla L2y ey xm) = PX(Z‘17 L2y ees Tms Tm41 = +007 Tm+42 = +OO7 vy Iy = +OO) (34)
Osim u vektor, vise slu¢ajnih promjenljivih se moze rasporediti i u skup ili sekvencu.

Od posebnog interesa za analizu su tzv. vektori nezavisnih i identicki distribuiranih
slucajnih promgjenljivih (eng. independent and identically distributed). Za slucajne pro-
mjenljive X1, X, ..., X;, se kaze da su IID ako vrijedi:

o Px(x1,22,...,2,) = [[—; Px,(z;) (nezavisnost),

o Px,(z;) = Px(z) za svako i = 1, ...,n (identicka distribucija).



Slucajni signali i procesi

Primjer IID varijabli su slucajne promjenljive koje opisuju bacanje kocke nekoliko puta
uzastopno - npr. prilikom svakog bacanja funkcije vjerovatnoce su jednake, a dobivanje
specifi¢ne sekvence (npr. 1,3,4,5) se moze izrac¢unati iz vjerovatnoc¢a dobivanja pojedinac-
nih realizacije (npr. P(1,3,4,5)=P(1)P(3)P(4)P(5)). Mnoge varijable u prirodi se mogu
smatrati IID, te se i vektori sa IID slucajnim promjenljivim relativno ¢esto pojavljuju u
prakti¢nim primjenama.

3.2 Ocekivane vrijednosti slucajnih vektora. Korela-
ciona i kovarijantna matrica.

Ocekivana vrijednost, korelacija i kovarijansa za vektor slu¢ajnih promjenljivih se uvode
na sliéan nac¢in kao i kod skalarnih sluc¢ajnih promjenljivih.

Ocekivana vrijednost vektora slucajnih promjenljivih X = [X1, X», ..., X,,]7 se defi-
nira kao:

X1]
Xo]
X3] (3.5)

Bl
E|
nx = E[X]= | E|
E[X,)]
Iz relacije (3.5) slijedi da ¢ée ocekivana vrijednost slucajnog vektora biti vektor ocekivanih

vrijednosti slucajnih promjenljivih koje ga sac¢injavaju.

Korelaciona matrica se definira kao:

E[X:X:] E[X1Xs] .. E[X1X.,]
Rxx = EXXT] = E[)%Xl] E[X2X5] ... E[X2X,] (3.6)
E[X,Xi] E[X,Xs] .. E[X,X,]

Za razliku od korelacije za par slucajnih promjenljivih, gdje se trazi oc¢ekivana vrijed-
nost od umnoska ,razli¢itih” slu¢ajnih promjenljivih, korelaciona matrica na prvi pogled
trazi ocekivanu vrijednost od umnoska vektora sa samim sobom. Medutim, zapravo, ko-
relaciona matrica ra¢una medusobne korelacije elemenata vektora, odnosno pojedinacnih
slucajnih varijabli, tako da se ne moze bas smatrati da se radi korelacija vektora u smislu
»sam sa sobom”. Upravo zbog toga, rijetko se koristi termin autokorelaciona matrica, ve¢
samo korelaciona matrica, a za korelacionu matricu nad dva razli¢ita sluc¢ajna vektora se
koristi termin kroskorelaciona matrica:

Rxy = E[XY"] (3.7)
Kovarijantna matrica se definira kao:
K = Cov(X, X) = Cxx = E[(X —nx)(X — nx)7] (3.8)
Elementi matrice K su zapravo kovarijanse dvije slu¢ajne promjenljive, odnosno:
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3. Slucajni vektori

Takoder, jasno je da vrijedi:
K = RXX - nxn{z (310)

Analogna diskusija za kovarijantnu matricu se moze napraviti kao i za korelacionu
matricu. Kovarijantna matrica pokazuje kovarijansu izmedu slucajnih promjenljivih koje
sacinjavaju slucajni vektor, ali i varijansu svih pojedinac¢nih slucajnih promjenljivih. U
tom smislu kovarijantna matrica se zove jos i autokovarijantna matrica, matrica
disperzije, ali i matrica varijansa-kovarijansa.

Nadalje, definira se i kroskovarijantna matrica:

Cxy = Cov(X,Y) = E[(X —nx)(Y —ny)’] (3.11)

Za dva slucajna vektora X i Y se kaze da su ortogonalni ako vrijedi:
Rxy = E[XY']=0 (3.12)

Za dva slucajna vektora X 1Y se kaze da su nekorelirani ako vrijedi:

Rxy = EIXY"] = BIX|(B[Y))" = nxny (3.13)

Primjer 3.1:

Slucajni vektor X ima kovarijantnu matricu i korelacionu matricu datu sa:

5 -1 2 6 1 1
Cxx=|-1 5 =2 Rxx=|1 9 -4
2 -2 8 1 -4 9
Odrediti vektor ocekivanih vrijednosti nx = E[X].
Rjesenje:
Obzirom da vrijedi:
Oxx = Rxx — nxnx
tada slijedi:
nxnx = Rxx—-Cxx
6 1 1 5 —-1 2
= 1 9 A4 -]-1 5 =2
1 -4 9 2 -2 8
1 2 -1
= |2 4 -2 (3.14)
-1 -2 1

Sada se moze pisati:

nxnx =
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E[Xi]E[X:] E[Xi]E[Xs] E[X1]E[X3]
= |E[Xo]E[X1] E[X:]E[X2] E[X3|E[X3] (3.15)
E[X3|E[X1] E[X3]E[X2] E[X3]E[X3]

Izjednacavanjem (3.14) i (3.15) dobivaju se dva moguéa rjeSenja:

B[X1] 17 [-1
nx = E[X] = |E[Xs]| € 2 1,1-2
E[Xs] 1| |1

3.3 Zakon velikih brojeva

Zakon velikih brojeva je jedna od fundamentalnih teorema iz oblasti teorije vjerovatnoce
i statistike. Zakon velikih brojeva (eng. Law of Large Numbers - LLN) je teorema koja
opisuje rezultat izvodenja istog eksperimenta veliki broj puta. LLN predstavlja znacajan
rezultat koji opravdava neke intuicije vezane za sam pojam vjerovatnoce. Jedna takva
intuicija jeste da ¢e relativna frekvencija nekog dogadaja u nizu eksperimenata biti pri-
blizno jednaka vjerovatnoéi tog dogadaja. Druga je da ¢e srednja vrijednost slucajne
promjenljive dobivena eksperimentom biti priblizno jednaka ocekivanoj vrijednosti do-
bivenoj na osnovu probabilistickog modela. Alternativno tumacenje je da zakon velikih
brojeva opravdava primjenjivost aksiomatske teorije vjerovatnocée u praksi.
Neka je {X,,} sluéajna sekvenca. Slucajna varijabla S,, = X,, definirana kao:

— 1
Xn:ﬁ(Xl‘F"""Xn) (3.16)

se naziva srednja vrijednost uzorka Xi, Xs,...,X,. Prema LLN, prosjecna vrijednost
rezultata dobivenih iz velikog broja ispitivanja tezi ocekivanoj vrijednosti s poveéanjem
broja izvrsavanja tog eksperimenta. Odnosno, poveéavanjem veli¢ine uzorka, odnosno n,
prosje¢na vrijednost slucajne varijable X,, se ,priblizava” ocekivanoj vrijednosti nyx.

U skladu sa nac¢inom ,priblizavanja” ocekivanoj vrijednosti, odnosno nacinu konver-
gencije, razlikuje se slabi i jaki zakon velikih brojeva.

Slabi zakon velikih brojeva navodi da za {X,} sekvencu slu¢ajnih promjenljivih sa
ocekivanjem nx i ogranicenom varijansom, prosjecna vrijednost uzorka po vjerovatnoci
konwvergira prema ocekivanoj vrijednosti:

X, 5 nx kada n— oo (3.17)
odnosno za Ve > 0 slijedi: o
li_>m P(|X,—nx|<e =1 (3.18)
n o0

Dakle, slabi zakon kaze da ¢e za bilo koji pozitivan, ma koliko mali broj €, s dovoljno
velikim uzorkom postojati vrlo velika vjerovatnoca da ¢ée prosjek uzorka biti blizu oceki-
vane vrijednosti, odnosno unutar navedene margine. Slabi zakon velikih brojeva govori o
konvergenciji vijerovatnoce da ée se ostvariti navedena hipoteza. Vazno je napomenuti da
se u literaturi koristi i manje opéenita pretpostavka, koja zahtijeva da {X,,} budu IID, a
naziva se jaki zakon velikih brojeva.
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Jaki zakon velikih brojeva navodi da prosjek uzorka za sekvencu {X,,} IID slu¢ajnih
varijabli sa ocekivanjem nx i kona¢nom varijansom gotovo sigurno konvergira u oc¢ekivanu
vrijednost:

X, L% nx kada n— oo (3.19)
odnosno: B
P( ILm Xn=nx)=1 (3.20)

To znaci da kako broj izvrsavanja eksperimenta n ide u beskonac¢nost, vjerovatnocéa da
prosjek uzorka konvergira ocekivanoj vrijednosti, jednaka je jedinici. Vazno je napome-
nuti da "g.s." u relaciji (3.19) znaéi ,gotovo sigurno” ili ,,skoro pa sigurno” (eng. almost
surely). ,Skoro sigurna” konvergencija takoder se zove i konvergencija slu¢ajne promjen-
ljive u "jakom" smislu.

Programski kod 3.1 demonstrira kako kod eksperimenta bacanja kockice za igru, srednja
vrijednost konvergira ka ocekivanoj vrijednosti sa povecanjem broja izvrsenih bacanja.

PROGRAMSKI KOD 3.1

N = 1000

sr_vrijednost=[]
bacanja_kockice=[]
broj_bacanja = np.arange(0,N)
suma = 0.0

for n in broj_bacanja:
bacanja_kockice.append(np.random.choice(np.arange(1,7)))
suma = suma + bacanja_kockice[n]
sr_vrijednost.append(suma/(n+1))

ocekivana_vrijednost = np.mean(bacanja_kockice)
print ("0OCekivana vrijednost kod bacanja kockice za igru iznosi: ",
ocekivana_vrijednost)

ssp.slpromiD.grafik(broj_bacanja,sr_vrijednost, broj_bacanja,
ocekivana_vrijednost*np.ones(len(broj_bacanja)),
naslov = "Konvergencija srednje vrijednosti",
legenda = ['$\overline{X}_n$', '$\eta_X$'])

O¢ekivana vrijednost kod bacanja kockice za igru iznosi: 3.53

Konvergencija srednje vrijednosti
6.0 1

—_— )_(n
55 — Nx
5.0
4.5 A

4.0

3.5 A

0 250 500 750 1000
t
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3.4 Primjene zakona velikih brojeva

LLN je vazan jer garantuje stabilne dugorocne rezultate za prosjeke nekih slucajnih do-
gadaja. Na primjer, dok kockarnica moze izgubiti novac jednim okretanjem ruleta, njena
¢e zarada teziti prema predvidivom postotku tokom velikog broja okretaja.

Naime, vazno je zapamtiti da je zakon primjenljiv kada se razmatra veliki broj opaza-
nja. Stoga, ne postoji princip koji kaze da ¢e se za mali broj opazanja prosjecna vrijednost
podudarati s ocekivanom vrijednoséu ili da ¢e niz jedne vrijednosti odmah biti "uravnote-
Zen" s ostalima (poznat kao tzv. ,zabluda kockara” - eng. , gambler’s fallacy”). Zabluda
je obicno je povezana s kockanjem, gdje se moze vjerovati, na primjer, da je vjerovatnocéa
da nov¢i¢ padne na ,,pismo” u sljede¢em bacanju veca nego $to je obi¢no, jer je nedavno
bilo manje od uobicajenog broja padanja na ,,pismo”. Kljuéno je shvatiti da su ishodi u
razli¢itim bacanjima statisticki neovisni, odnosno vjerovatnoca takvih dogadaja ne ovisi
o onome $to se dogodilo u proslosti. Obzirom da je vjerovatnoca dobijanja n-tog uzas-
topnog pisma kao i bilo kojeg drugog dogadaja jednaka (1/2)™, jasno je su dogadaji "5
pisama u nizu" i "prvo 4 pisma, a zatim jedna glava" jednako vjerovatni, pri ¢emu svaki
ima vjerovatnoéu 1/32. Iako niz od pet glava ima malu vjerojatnost (oko 3%), kao uosta-
lom i svaki drugi ishod, nesporazum lezi u neshvatanju da je to mjera vjerovatnoce prije
nego $to se baci prvi novci¢. Nakon prva cetiri bacanja, obzirom na neovisnost bacanja,
opet je jednako vjerovatno hode li pasti pismo ili glava (50%).

Zakon velikih brojeva ima siroku primjenu. Uticaj nesistematskih greski pri mjere-
nju se moze smanjiti ponavljanjem mjerenja. Takoder, zakon velikih brojeva ima veliki
prakticni znacaj za industriju osiguranja. Naime, Sto je veéi broj osiguranih osoba i do-
bara koje su izlozene jednakom riziku, to je manji uticaj slucaja. Pa tako, ukoliko se
prethodnom analizom otkrije da ¢e 5 od 150 ljudi pretrpjeti ozbiljnu i skupu povredu
tokom godine, kompanija osiguravanjem samo 10 ili 25 ljudi se suocava sa daleko veéim
rizicima nego ako moze osigurati svih 150 ljudi. Time ¢e kompanija biti sigurnija da ¢e
150 osiguranika zajedno platiti dovoljno da pokriju potrazivanja pet osiguranika koji su
pretrpjeli ozbiljne povrede.

3.5 Centralna granicna teorema

Kao i Zakon velikih brojeva, Centralna grani¢na teorema (eng. Central Limit Theorem
- CLT) pokusava da objasni graniéno ponaSanje varijanse slucajne promjenljive kada se
broj posmatranja priblizava beskonacnosti. Centralna grani¢na teorema daje objasnjenje
zasto se normalna raspodjela susrece toliko ¢esto u svakodnevnom zivotu i u praksi. Ona
objasnjava ponasanje vjerovatnoée sume velikog broja slucajnih varijabli, pod odredenim
uslovima koji su dosta blagi sa aspekta prakti¢nih primjena. U najjednostavnijem obliku,
CLT govori da ¢e suma nezavisnih slucajnih varijabli imati priblizno normalnu raspo-
djelu. Takoder, odreduje i uslove pod kojima distribucija oc¢ekivanih vrijednosti dovoljno
velikog broja nezavisnih slucajnih varijabli, svaka sa konacnom aritmetickom sredinom i
varijansom, priblizno odgovara normalnoj (Gaussovoj) distribuciji.
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Centralna graniéna teorema tvrdi da ako je sekvenca {X,,} sekvenca IID slucajnih
promjenljivih sa konaénim ocekivanjem 7y i konaénom varijansom o2, tada sekvenca:

1 X, —nx
S, = — _ 3.21
\/ﬁ; . (3.21)

konvergira po distribuciji ka normalnoj raspodjeli sa nultom ocekivanom vrijednosti i
jedini¢nom standardnom devijacijom.

Drugim rije¢ima, ako se pretpostavi da su X1, Xo, ..., X, nezavisne slucajne promjen-
ljive koje imaju istu, ne nuzno normalnu distribuciju, tada vazi pravilo da sa porastom n,
distribucija suma i aritmetickih sredina (oéekivanih vrijednosti) slu¢ajnih promjenljivih
tezi ka normalnoj distribuciji. Ilustracija je data programskim kodom 3.2.

PROGRAMSKI KOD 3.2

# Generiranje N = 5000 slucajnih promjenljivih
# sa M = 500 uzoraka iz Rayleighove distribucije

M = 500 #Broj uzoraka iz distribucije
N = 5000 #Broj slucajnih promjenljivih
eta = 3

oc_vrijednost = np.sqrt(np.pi/2)*eta
sigma = np.sqrt(2-np.pi/2)*eta

X_n = np.empty([N,M])

X_n_norm = np.empty([N,M])

for n in range (N):
X_n[n,:] = np.random.rayleigh(eta,M)
X_n_norm[n,:] = (X_n[n,:] - oc_vrijednost)/sigma

S_n = np.empty([N])
n_vektor = np.arange(0,N)

for n in n_vektor:
S_n[n] = (1/np.sqrt(M))*np.sum(X_n_norm[n,:] )

x , p_Sn = ssp.slpromiD.pdf(S_n, prikaz = False)

def p_teoretsko(x):
return (1/np.sqrt(2+np.pi))*np.exp(-(x**2)/2)

ssp.slpromiD.grafik(x, p_Sn, x, p_teoretsko(x),
naslov = "Ilustracija CLT-a",
legenda = ['mjerena $p_X(x)$', 'teoretska $p_X(x)$'],
lokacija_lgd = 'lower right', x_labela = '$x$')
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r \
llustracija CLT-a
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Postoji nekoliko zanimljivih posljedica CLT. Suma velikog broja IID sluc¢ajnih varija-
bli ¢e imati raspodjelu koja aproksimira Gaussovu, nezavisno od raspodjele varijabli koje
ucestvuju u sumi. Nadalje, moze se pokazati da ¢e suma nezavisnih slucajnih varijabli
imati funkciju vjerovatnoce koja je jednaka konvoluciji funkcija vjerovatnoée pojedinih
varijabli. To implicira da je konvolucija pozitivne funkcije samom sobom mnogo puta
rezultira priblizno Gaussovom funkcijom. Odavde slijedi da ¢e kaskada filtera sa pokret-
nom srednjom vrijednoséu (eng. moving average) imati impulsni odziv oblika Gaussove
funkcije i sl. Tako npr. bacanje jedne kockice za igru se podvrgava uniformnoj raspo-
djeli, dok se slucajna varijabla koja predstavlja zbir brojeva od n bacenih kockica za igru
podvrgava Gaussovoj raspodjeli kada n postane dovoljno veliko.
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Zadaci za samostalan rad

1. Alma i Sara dogovorile su sastanak u 14 h. Neka je njihov dolazak opisan sluc¢ajnim
trenutkom vremena izmedu 14 i 15 h. Takoder, ona koja stigne na dogovoreno mjesto
prva, ¢eka drugaricu 20 min, nakon cega odlazi. Kolika je vjerovatnoéa da se sretnu?

2. Neispravna masina za proizvodnju vaza, na slucajan nacin proizvodi cilindri¢ne vaze radi-
jusa R (iz uniformne raspodjele [7.5, 12.5]) i visine H (iz uniformne raspodjele [25, 35]), gdje
su obje dimenzije izrazene u centimetrima. Neka su R i H nezavisne. Koja je ocekivana
zapremina slucajno odabrane vaze?

3. Pozicija na Sahovskoj ploc¢i nakon 17. poteza prikazana je na slici 3.1. Ako je poznato da
sljedeci potez pripada crnom igracu koji ¢e sigurno igrati sa lovcem, opisati potez pomocu
slu¢ajnog vektora s dvije slu¢ajne promjenljive koje odgovaraju redu i koloni, tako da
pozicije u kojima lovac nije napadnut budu dvostruko vjerojatnije od pozicija u kojima je
lovac napadnut. Jesu li elementi slu¢ajnog vektora korelirani? Jesu li nezavisni?

= N W 0 N 0

Slika 3.1: Pozicija na plo¢i za Zadatak 3.

4. Zajednicka funkcija gustine vjerovatnoée sluéajnog vektora (X,Y’) je opisana izrazom:

kem (@) 2> 0,y>0
pxy(z,y) = -
0, inace

pri ¢emu su k,a,b € R

(a) Da li je zadana funkcija gustine vjerovatnoée dobro definirana? Ako je mogude,
pronadi vrijednosti parametara a, b i k za koje se dobije ispravno definirana zajednicka
funkcija gustine vjerovatnoce.

(b) Sta se moze reéi o nezavisnosti komponenti slu¢ajnog vektora?

5. Bacaju se dvije igrace kocke. Neka se definisu dvije slu¢ajne promjenljive X = "veéi od
brojeva koji su pali" i

v — {O, ako je zbir brojeva na na obje kocke paran

1, ako je zbir brojeva na obje kocke neparan

(a) Odrediti kovarijansu Cov(X,Y) i koeficijent korelacije px,y slu¢ajnog vektora [X,Y].
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(b) Odrediti vjerovatnoée P(3 < X <6,Y =1)i P2< X <4,Y <1).

(c) Kolika je vrijednost funkcije raspodjele vjerovatnoée Px,y)(z,y) slucajnog vektora
[X,Y] u tacki [3,1]?

(d) Jesu li slu¢ajne promjenljive X i ¥ medusobno zavisne?

(e) Odrediti o¢ekivanje kompozicije E [X . qu.

6. Neka su X i Y dvije slucajne promjenljive koje poprimaju vrijednosti iz skupa {—1,0,1}.
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Ako je zajednicka vjerovatnoéa slucajnog vektora P(X,Y’) data tablicom

X\v | -1 0 1
-1 [1/16 2/16 1/16
0 | 1/16 4/16 3/16
1 | 1/16 2/16 1/16

odrediti:
(a) marginalne funkcije gustine vjerovatnoée sluc¢ajnih promjenljivih X i Y te ispitati
nezavisnost i nekoreliranost komponenti vektora [X, Y],
(b) funkcije gustine i raspodjele vjerovatnocée promjenljive U = X2
(¢) funkcije gustine i raspodjele vjerovatnocée promjenljive V = XY, te

(d) zajednicku raspodjelu slucajnog vektora Z = [XQ,YQ].

Jesu li komponente slucajnog vektora Z = [X 2 Y?‘} nezavisne? Jesu li nekorelirane?



4. Slucajni procesi

4.1 Uvodni pojmovi

Slucajni proces predstavlja poopstenje koncepta slucajne varijable i vektora slucajnih
varijabli. To je model koji omoguéava razumijevanje i analizu jako velikog broja tipi¢nih
signala koji se susreé¢u u praksi, kao Sto su: signal Suma, audio signal, signal izvora
informacija, signal koji se prenosi komunikacionim kanalima i mnogi drugi.

Naime, uvodenjem slucajne promjenljive X se svakom ishodu eksperimenta pridruzila
neka vrijednost na realnoj osi. Prilikom uvodenja slucajnog vektora X podrazumijevalo
se pridruzivanje jednog vektora svakom eksperimentu, pri ¢emu su ¢lanovi vektora bile
sluéajne promjenljive. U opstem slucaju, slucajni proces podrazumijeva pridruzivanje
jedne funkcije X (¢) realnog parametra t svakom ishodu eksperimenta, pri cemu funkcija
ovisi od samog ishoda. Npr. ukoliko je realizacija eksperimenta data sa &, tada se toj
realizaciji moze pridruziti X (¢,€) = A(€)sin(wot + ¢(€)). De facto, to je realizacija koja
na neki nacin ovisi od ishoda eksperimenta (X (€£)), ali isto tako ima odredenu formu s
aspekta vremena (X (t)).

Slucajni proces z(A;,t)

definiran na

2(t)
2(Ait)
\M
t

Prostor elementarnih dogadaja 2

Slika 4.1: Tlustracija koncepta slucajnog procesa

Slucajni proces u opsStem sluc¢aju predstavlja familiju realnih ili kompleksnih funkcija
{X(t)}. Svaka X(t) predstavlja jednu moguéu ,realizaciju”. Tipi¢no, realizacije se vezu za
indeks koji se historijski, a i u skladu sa primjenom, oznac¢ava vremenskom promjenljivom
t. U datim vremenskim trenucima ¢, vrijednost svake od realizacija X (tx) = X mora
predstavljati slucajnu promjenljivu.
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Ukoliko je slu¢ajna promjenljiva X (t;) = X} diskretna, odnosno moze poprimiti vri-
jednosti iz konacnog ili prebrojivog skupa, tada se slucajni proces zove diskretan slucajni
proces. Ukoliko je slucajna promjenljiva X (tx) = X za bilo koje i kontinualna, tada se
proces naziva kontinualnim.

Poseban tip sluéajnih procesa se naziva deterministicki slucajni proces. To je slu-
Cajni proces kojem odgovara familija funkcija {X (¢,a)} gdje t predstavlja vrijeme, a pro-
mjenljiva a predstavlja parametar (ili parametre). Za jednu realizaciju parametar a je
konstantan, ali predstavlja slu¢ajnu promjenljivu.

Primjer diskretnog slucajnog procesa je takoder proces bacanja novciéa ili kockice pri
¢emu se u svakom bacanju mozZe pojaviti samo neka od predefiniranih vrijednosti (pismo,
glava) odnosno (1,2,3,4,5,6). Primjer kontinualnog sluéajnog procesa moze biti mjerenje
temperature u prostoriji.

Primjer 4.1:

Navesti primjer a) diskretnog slu¢ajnog procesa, b) kontinualnog sluéajnog procesa,
¢) deterministickog slucajnog procesa.

Rjesenje:
X (t) Xo(t) X3(t)
UL,
| v 1 i
Xi(t) Xa(t) Xs(t)
A A A
10 T —
Xi() bx() b Xs(0) !
A A A
L o N/,
1 1 ‘
ty 23 i
a) b) c)

Slika 4.2: Primjeri razli¢itih procesa: a) {Xi(t)} je diskretni slufajni proces jer je
X1 (tg) diskretna slucajna promjenljiva za t = ¢, b) {X2(¢)} je kontinualan slucajni
proces jer je Xo(ty) kontinualna slucajna promjenljiva za t = tg, ¢) {X3(t)} je deter-
ministicki slucajni proces jer je X3(ti,a) = Acos(w,ti + a) sluéajna promjenljiva koja
ovisi od a, ali je uz poznavanje a za bilo koje t; jednoznac¢no determinirana.

Tri razli¢ita izvora signala se mogu opisati sa tri razli¢ita slucajna procesa (slika 4.2):

e Izvor br.1 - signal na izlazu iz izvora se mijenja svakih T' sekundi, i u svakom od
tih trenutaka k7T on moze da poprimi vrijednosti 0 ili A. U tom sluc¢aju izlazni
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signali izvora predstavljaju diskretne sluéajne procese, jer X (t;) moze poprimiti
samo vrijednosti iz skupa {0, A}.

e Izvor br.2 - signal na izlazu iz izvora se kontinualno mijenja, pri ¢emu moze po-
primiti bilo koju vrijednost iz intervala [0, A]. To znaci da se radi o kontinualnom
slucajnom procesu.

e Izvor br.3 - signal na izlazu iz izvora je sinusni signal oblika X (¢, a) = Acos(w,t+
a), pri ¢emu je a slu¢ajna uniformno rasporedena veli¢ina koja za konkretnu reali-
zaciju moze poprimiti bilo koju vrijednost iz intervala [0,27). Ovo predstavlja
deterministicki slucajni proces, jer je svaka pojedina realizacija prakti¢no de-
terministicki signal, iako zbog nepoznavanja faze a postoji slucajnost u zapisu
promjenljivih.

4.2 Funkcije vjerovatnoce slucajnih procesa

Slucajna promjenljiva X (tx) ima svoju funkciju raspodjele vjerovatnoce koja se oznacava
sa P(ty, ), a zapravo predstavlja funkciju raspodjele vjerovatnocde slu¢ajnog procesa:

P(ty, x) = vjerovatnoca da [X (tg) < ] (4.1)

Funkcija raspodjele vjerovatnoce slucajnog procesa se najbolje ilustruje na primjeru.
Naime, neka je potrebno odrediti P(t1,21) = P(8,5). To znadi da je potrebno odrediti
vjerovatnoéu da ¢e realizacija X (8) biti manja od vrijednosti 5. U skladu sa slikom 4.3,
jasno je da za proizvoljnu vrijednost x1, P(t1,21) daje vjerovatnoéu da sluéajni proces
{X ()} u trenutku ¢; prode ispod ,kapije” oznadene sa x.

X(t) J

X(t1)

t1 t

Slika 4.3: Tlustracija smisla vrijednosti funkcije raspodjele vjerovatnoce slucajnog procesa
P(tl, 561)

Na osnovu relacije (4.1) se definira i jednodimenzionalna gustina vjerovatnoce
sluéajnog procesa (ili gustina vjerovatnode procesa prvog reda):

dP(tk, {,C)
t = B 4.2
plti,w) = (42)
Sto zapravo predstavlja vjerovatnoéu:
p(tg, x)dx = vjerovatnoca da [x < X (t) < x + dz] (4.3)
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ili drugim rijec¢ima, p(z, t;)dz daje vjerovatnoéu da realizacija u datom trenutku t; uzme
vrijednost izmedu z i x + dz. Relacije (4.3) se mozZe jednostavno izvesti na sljedeéi nacin:

vjerovatnoca da [x < X(ty) <z +dzx] = P(tk,z+dzx)— P(tg, x)
dP
_ (tka '1:) dr
dx

= p(ty,z)dx (4.4)

Od interesa je istraziti moguénost predvidanja vrijednosti slu¢ajnog procesa. U tu
svrhu se uvodi dvodimenzionalna funkcija gustine vjerovatnode (ili gustina vjero-
vatnoce procesa drugog reda) koja predstavlja gustinu vjerovatnoce zajednickog dogadaja
koji se sastoji u tome da realizacija X (¢) u trenutku ¢; uzme vrijednost izmedu z i
z1 + dx1, a u trenutku o vrijednost izmedu xo i €2 + dzs:

vjerovatnoda da [x1 < X (t1) < x1 + daq,
To < X(tg) < x9 + dl’Q] = P(th x1; tg, I'Q)dl'ldl’g (45)

Analogno se mogu definirati i viSedimenzionalne gustine vjerovatnode:

vjerovatnoca da| /\ [; < X(t;) < x; + dz;]] = p(tr,z15te,22;. . 5tn,Tpn)dr1day - day,

i=1,n

Tlustracija dvodimenzionalne i visedimenzionalne gustine vjerovatnoce je data slikama 4.4
i 4.5. Naime, one opisuju vjerovatnocu da ¢e slucajni proces u odredenim sukcesivnim
vremenskim trenucima ¢; proéi kroz ,kapije” izmedu z; i x; + dx; (i = 1...n).

X () J
dx de

al of
L

t1 to

~+~

Slika 4.4: Tlustracija dvodimenzionalne funkcije gustine vjerovatnoce slucajnog procesa
p(t1, 715 t2, 2)dr1dTo

Slika 4.5: Tlustracija visedimenzionalne funkcije gustine vjerovatnoce slucajnog procesa
p(t1, x1;t, X2 i by, @y )dx1dacs - day,
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Odavde je jasno da su visedimenzionalne funkcije raspodjele vjerovatnoce date sa:
Xy ) T

P(t1,z1;t2, 025 5 tn, Tn) :/ / / p(t1, x13t, X5 oi tn, T )dyday - day
—00 J —00 —00

4.2.1 Stacionarnost slucajnih procesa

Proces se naziva stacionaran u uzem smislu ako za bilo koju vrijednost t; viSedimen-
zionalne spektralne gustine zadovoljavaju uslov:

p(t1 + to, T15t2 + to, Ta; st + to, ) = P(t1, X135 ta, T oi tny Tpy) (4.6)

To implicira da ako je proces stacionaran u uzem smislu tada jednodimenzionalna funkcija
gustine vjerovatnoce ne zavisi od vremena:

p(t1 +to,x) = p(t1,x) = p(x) (4.7)
X(t)
T
Y(#)
T

Slika 4.6: Primjer nestacionarnog {X(t)} i potencijalno stacionarnog {Y(t)} slucajnog
procesa

Za slucaj stacionarnog procesa u uzem smislu dvodimenzionalna gustina vjerovatnoce
zadovoljava:

p(t1 +to, w15t2 + to, 2) = p(t1, 715 t2, 72) (4.8)
Ukoliko se usvoji tg = —t, tada vrijedi:
Pty + to, w15t + to, x2) = p(t1 — t2, 2150, 22) = p(7, 21, 72), (4.9)

odnosno, funkcija gustine vjerovatnoce ovisi samo od razlike vremena ¢1 i to, a ne i od
njihovih vrijednosti.

Slucajni proces je stacionaran u Sirem smislu ako definicija stacionarnosti (4.6) u
uzem smislu vrijedi samo zan =1in = 2.
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4.3 Uslovne i zajednicke gustine vjerovatnoce slucaj-
nih procesa

Jasno je da prilikom realizacije slu¢ajnog procesa vrijednosti X (tx) mogu na neki nacin
imati vezu za slucajnom promjenljivom X (t5—1). Na slici 4.7 su date dvije realizacije
dva slufajna procesa X (t) i Y(¢). Kao Sto se moZze intuitivno naslutiti, proces X (t)
nema naglih i nepredvidivih promjena, pa se sa ve¢om pouzdanosti na osnovu poznavanja
prethodnih vrijednosti slu¢ajnog procesa (za t < ti) moZe predvidjeti vrijednost X (tg),
nego Sto je to slucaj kod Y (¢x). U tome pomaZu uslovne vjerovatnoée sluéajnih procesa.

Neka je realizacija X (t) u trenucima ¢; uzimala vrijednosti z; (i = 1,2,...,n — 1).
Vjerovatnoéa da ée ova realizacija u trenutku t¢,, poprimiti vrijednosti z, < X(¢,) <
T, + dx, je data sa:

Du(tn, Tn|t, 15 te, Ta; oy ty_1, Tp_1)dx, = vjerovatnoéa (z, < X(t,) <z, + dz,|
| X (t1) = 2135 X (tn) = @) (4.10)
Gustina vjerovatnode data sa (4.10) naziva se uslovna gustina vjerovatnoce slucajnog

procesa.
Proces se naziva Cisto slucajan ako vrijedi:

pu(tny .’L‘n|t1,$1;t2,$2; ~--;tn—la xn—l) = p(tnvxn) (4'11)

odnosno, ako prethodne vrijednosti procesa ne uticu na gustinu vjerovatnoée u nekom
narednom trenutku. Visedimenzionalna gustina kod ovog tipa procesa je zato jednaka
proizvodu jednodimenzionalnih gustina:

p(ty, x1)dzipy(ta, wolty, 21)dws...
Pults, T3lt1, x1;t2, x2)dxs. ...
e Du(tns Tplt, T te, Tas sty 1, 1) day,

= p(ty,z1)dxy...p(ty, Tp)dz,

p(t1, x1;te, T2} i ty, Ty )dords - day

X(t)
L]
1 L >
1 12 t
Y(t)
t

Slika 4.7: Ilustracija potencijalne nezavisnosti slucajnih procesa
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Ukoliko se analiziraju dva slucajna procesa X (t) 1 Y'(¢) tada se moze definirati zajed-
nicka dvodimenzionalna gustina kao:

p(t1,x1; ta, y2)dr1dye = vjerovatnoca dajz; < X (t1) < @1 + dz1,y2 < Y(t2) < y2 + dys]
(4.12)

4.3.1 Medusobna stacionarnost sluc¢ajnih procesa
Za dva slucajna procesa se kaze da su medusobno stacionarni ako:

e je svaki od njih stacionaran,

o za svako to vrijedi p(t1, z1; ta, y2) = p(t1 + to, z1; ta + to, y2)
Medusobna gustina tada ima oblik p(t; — ta = 7,21, y2).

Primjer 4.2:

Neka je deterministicki sluéajni proces dat sa X (t) = Acos(wt + a), pri ¢emu je a
sluéajna promjenljiva uniformno rasporedena —m < a < m, p(a) = 1/27. Odrediti
funkciju jednodimenzionalne, uslovne i dvodimenzionalne gustine vjerovatnoce ovog
slucajnog procesa.

Rjesenje:
U svrhu lakseg razumijevanja rjesenja zadatka, bit ée prvo data vizualizacija funkcije
f(a) = Acos(wt + a):

f(a) = Acos(wt + a)

Ny

Ty

—T ay as T a

*wtl

Zbog cinjenice da promjenljiva a ima ravnomjernu gustinu vjerovatnoce, to vrijedi
sljedeée (u skladu sa slikom):

P(t1,x1) = vjerovatnoca da[X (t1) < ]

= vjerovatnoca da[Acos(wty + a) < 1]

= 1 — vjerovatnoéa da[Acos(wty + a) > z1]

= l—vjerovatnoca dafa; < a < as]

az —ax
2m

Potrebno je nac¢i aq i as izrazeno preko x;.
Vrijedi da je:

Acos(wt; +a) = x3
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ay = arccos(%) —wt; = —(a1 +wty) —wt; = —a; — 2wty
a = - arccos(ﬂ) — wty

A

Odakle slijedi:
T
as —a; = 2arccos(i)

odnosno: )
T
P(t =1-= —
(t1,21) 71_arccos( A)
Po definiciji je:

dP(thl‘l)
t =—D17U
p(ti, 1) -
pa slijedi:
dP(t1,21) 1 1 1
t1,x1) = ——= = — = 4.13
p(ts, @) dry TA\1-(5)? 7/A2 -} (4.13)

uz uslov —A < z; < A. Iz relacije (4.13) se vidi da ova jednodimenzionalna gustina
ne ovisi od trenutka ¢;.
Dvodimenzionalna gustina se racuna kao:

p(t1, 2152, T2) = p(t1, T1)pu(ta, T2lts, 1)

Ako je u trenutku t; vrijednost realizacije bila zq,tada je vrijednost a u principu
poznata (moZe da uzme jednu od dvije moguée vrijednosti). Ako je:

X(tl) = 4B = ACOS((JJtl + CL)
tada je:
a= iarccos(%) — wty

U trenutku to realizacija ¢e biti:

X (t2)" = Acos(wtz + a) = Acos(wty — wiy + arccos(%))
ili:

X (t2)" = Acos(wty + a) = Acos(wty — wty — arccos(%))
Uslovna vjerovatnoca se moze modelirati na sljedeéi nacin:

1 1
pu(tg, 172“1, 131) = 55[1‘2 — X(tg)/] e 55[1‘2 - X(tg)"]

1
= 56[1‘2 — Acos(wty — wty + arccos(%))]
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1
+§(5[$2 — Acos(wty — wty — arccos(%))]
= %5[332 — Alcos(wty — wtl)cos(arccos(%))

—sin(wty — wtl)sin(arccos(%))ﬂ

+%6[x2 — Alcos(wty — wtl)cos(arccos(%))

+sin(wty — wtl)sin(arccos(%))]}

= 50l2 — mcos(uty — whr) —sin(ut —wh)Ay /1~ ()]
=S 2 To T1COS(Wi2 wty S (wie wtly A

1 . 2
+§5[x2 — zycos(wty — wty) + sin(wte — wtq)Ay/1 — (j) 1l

= 55[:1:2 — z1cos(wty — wty) — sin(wts — wt1)y/ A2 — 22]]

1
+§6[x2 — zycos(wity — wity) + sin(wte — wty)y/ A% — 23]

Konacno:

p(t1, x15t2,x2) = 6[za — m1cos(w(t2 —;;)) ;;li(;d%(h —t1))/A? — af]]

dlxe — xrcos(w(ta — t1)) + sin(w(tes —t1))/ A% — 2]
2/ = 22

Posto jednodimenzionalna gustina ne zavisi od ¢, a dvodimenzionalna gustina zavisi

samo od ty — t; tada je ovaj proces stacionaran u Sirem smislu.
Tlustracija ovog zadatka je data programskim kodovima 4.1 i 4.2.

+

PROGRAMSKI KOD 4.1

M = 500 # Broj realizacija slucajnog procesa
N=5

00 # Broj uzoraka u jednom slucajnom procesu

# Generisanje vremenske baze
t = np.arange(0, 10, 10/N)

X_t = np.empty((M, N))
a = np.random.uniform(-np.pi, np.pi, M)
A=1; w=5;

# PROCES
for k in range(M):
X_tlk,:] = A *x np.cos(wxt + al[k])

ssp.slproc.realizacije(t, X_t, indeksi = [5,7,11],
naslov = "Prikaz nekoliko realizacija sl.procesa")
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Prikaz nekoliko realizacija sl.procesa

1.0
0.5
0.0 1
—0.5
~1.0
0 2 4 6 8 10
t
. J
s N

PROGRAMSKI KOD 4.2

# Jednodimenzionalna gustina
ssp.slproc.PDF(t,X_t);
ssp.slproc.pdf (t,X_t);

P(t,X) plt,x)

4.4 Ocekivane vrijednosti slucajnih procesa

Analogno razmatranjima koja su pokazana u prethodnim poglavljima, a koja su se ticala
jedne slucajne promjenljive te sluCajnog vektora, pojmovi kao Sto su ocekivana vrijednost
ili oc¢ekivana srednjekvadratna vrijednost se mogu definirati i za slucajne procese. Osim
toga, za slucajne procese se mogu definirati i novi pojmovi, kao $to su autokorelaciona
funkcija i spektralna gustina.

Ocekivana vrijednost slu¢ajnog procesa {X(¢)} se definira kao:

“+oo
nx() = X0 = [ aplta)do (4.14)

— 00

Detaljnijom analizom relacije (4.14) moZe se zakljuciti da ocekivana vrijednost procesa
u opéem slucaju nije skalar, ve¢ takoder vremenska funkcija, koja za neko fiksno t =
tr pokazuje koja je ocekivana vrijednost slu¢ajne promjenljive X (¢;). Ona prakti¢no
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X(#)

i

E[X ()] E[Y (1))

-V
-V

Slika 4.8: Vizualizacija ofekivanih vrijednosti sluéajnih procesa {X(¢)} i {Y(¢)}

pokazuje kako se “mijenja” oéekivana vrijednost slu¢ajne promjenljive u vremenu, ili daje
“srednju vrijednost” procesa. Takoder, oc¢ekivana vrijednosti deterministickog signala je

jednaka tom istom signalu.

Za stacionarni slucajni proces funkcija gustine vjerovatnoée ne ovisi od vremena pa ni

oc¢ekivana vrijednost procesa ne ovisi od vremena (nx (t) = nx).
Ocekivana kvadratna vrijednost slu¢ajnog procesa se definira kao:

—+o00

o2 (1) = B[X2(t)] = / 22p(t, 7)dz (4.15)

— 0o

Primjer 4.3:

Neka se signal x(t) sastoji iz deterministicke funkcije s(t) i Suma n(t) sa gusti-
&, —A<n<A

nom vjerovatnoée py(t,n) = ¢ 24”7 = 7 = 7" Odrediti o¢ekivanu vrijednost
0, inace

i o¢ekivanu srednjekvadratnu vrijednost sluc¢ajnog procesa.

Rjesenje:
Koristenjem sljedeée vizualizacije:

moze se uociti da vrijedi:
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Ovo implicira da, ako se signali x(t), s(t) i n(t) modeliraju kao procesi {X (¢)},{S(¢)}
i {N(t)}, vrijedi:

nx(t1) = E[X(t1)]

E[S(t1) + N(t1)]

S(t1)+A
= / x1p(ty, x1)da;
S(t1)—A

S(t1)+A 1
= x1—dm1
/S(tl)A 2A
S(tl)JrA

V| PN
25(t1) - 24
A

4
= S(t)

Ovo implicira da ako je ocekivana vrijednost Suma jednaka nuli, tada je ocekivana
vrijednost procesa jednaka deterministickom signalu E[X (t)] = S(t)!
Nadalje, srednjekvadratna vrijednost je data sa:

E[(S(t)+ N®)*] = E[S*(t) +2S(t)N(t) + N*(1)]
= E[S*()] + E[2S(t)N ()] + E[N*(¢)]
= S%(t) +2S(t) EIN ()] + E[N*(¥)]
( 0+ E[N?(t

=
= S%(t)+2S(t)- 0+ E[N?(t)]

Obzirom da je:

Tada vrijedi:
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Primjer 4.4:

Neka je signal X (t) deterministicki sluéajni proces X (¢t) = Acos(wt + a) gdje je a
uniformno rasporedena sluc¢ajna promjenljiva na intervalu [—m, 7). Odrediti oceki-
vanu vrijednost i ocekivanu srednjekvadratnu vrijednost slucajnog procesa.

Rjesenje:
Gustina vjerovatnoce slucajnog procesa je izracunata u Primjeru 4.3. Ocekivana vri-
jednost slucajnog procesa je data sa:

+oo
nx(t) = / xp(t, z)dx

—00
+A 1

T————dx
—A 7T\/A275U2
= 0

sto slijedi iz neparnosti funkcije pod integralom. Takoder:

+oo
E[X%(t)] = / z2p(t, z)dx

— 00

+A 1
= / e ——
—_A ™V A2 — 172
x = Acos(t)
dx = — Asin(t)dt
x € [—A, 4]
t e [—m,0]

0
/_ AZ%cos?(t) m (—Asin(t))dt

A2 0

= —/ cos®(t)dt
u —T
A% 01

-4 / 2 (cos(21) + V)t
7(- —1Tr

A1

A2
T2 2

(M =5

Drugi pristup u odredivanju E[X?(t)] je posmatranje X (t) kao funkcije od a. Tada
slijedi:

G(a) = X(t,a) = Acos(wt + a) (4.16)
Sada je:
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+m 1
= / Acos(wt + a) —da
27

—T

=0
Analogno, ocCekivana srednjekvadratna vrijednost se rac¢una na sljedeéi nacin:
+o0o
BG*@) = [ (o) p(t.a)da
—00

+7 1
= / (Acos(wt + a))2%da

—T

_ /‘Hr A21 + cos(2(wt + a))

1
—d
2 o7 ¢

—T

+m A2
= —d
L=

A2
2

4.5 Korelacione funkcije slucajnih procesa

Korelacione funkcije pomazu u odredivanju ili ispitivanju zavisnosti dogadaja.
Autokorelaciona funkcija sluéajnog procesa X (t) se definira kao:

+oo +oo
Rxx(tl,tg) = E[X(tl)X(tg)] = / / xlxgp(tl,xl; tz,ﬁ@)d:ﬁldﬁtz (417)

gdje je p(ty,x1;te, x2) dvodimenzionalna gustina sluéajnog procesa X (t). Autokorelaci-
ona funkcija zapravo predstavlja mijesani moment dvije slucajne promjenljive - jedna je
vrijednost slucajnog procesa u trenutku ¢1, odnosno X (¢1), a druga je vrijednost slu¢ajnog
procesa u trenutku to, odnosno X (t2). Interesantno je i da se autokorelaciona funkcija
moze zapisati kao:

Rxx(t,t+7) = E[X(t)X(t +7)] (4.18)

Za cisto slucajni proces jasno je da vrijedi:
+oo —+oo
Rxx(t1,t2) = / / T122p(t1, T1; to, T2)d21dT2
—0o0 —0o0
+oo +oo
= / / T122p(t1, 21)p(t2, v2)dr1dTs
—o0 —o0

+oo —+oo
= / x1p(ti, x1)dxy / x2p(t2, x2)dwo

— 00 — 00

= E[X(t1)]E[X(t2)]
nx (t1)nx (t2)
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Primjer 4.5:

Neka se zeli predvidjeti vrijednost sluajnog procesa X (t) u trenutku ¢ = ¢4, ukoliko
je poznata vrijednost sluc¢ajne promjenljive X (¢1). Neka je hipoteza da su slu¢ajne
promjenljive povezane na nacin da vrijedi X (¢2) = aX(¢1). Odrediti optimalnu
vrijednost koeficijenta a.

Rjesenje:

U trenutku ¢ = ¢y stvarna vrijednost sluéajne promjenljive ée biti X (¢2), a predvi-
dena aX (t1). Optimalna vrijednost « je ona za koju se dobiva minimalna ocekivana
vrijednost kvadrata greske predvidanja:

E[e?(8)]l¢=t,

= B |(X(t2) - aX(1))’]

= E[X%(ty)] —2a[X(t2)X(t1)] + E [e*X?(t1)]
= O'g((tz) + « O'g(-(tl) — QOARX)((tl,tQ)

J()li=t,

Minimalna greska se ostvaruje za:
oJ

B0

odnosno:
Rxx(t1,t2)

o =
o%(t)

Ako neki slucajni proces {X(¢)} ima ocekivanu vrijednost nx (t), tada se moze izvesti
centrirani slucajni proces:

Xo(t) = X(t) —nx (8) (4.19)
Ocigledno da je ocekivana vrijednost centriranog sluc¢ajnog procesa jednaka nuli:
E[Xc(t)] = E[X()] — Elnx ()] = nx(t) —nx () =0 (4.20)

Ocekivana vrijednost kvadrata centriranog sluc¢ajnog procesa se obiljezava sa:

o*(t) = E[X2(t)] = 0% (t) — % (¢) (4.21)

Autokorelaciona funkcija centriranog slucajnog procesa se naziva varijansa i
obiljezava sa Cx x (t1,t2). Pokazuje se da vrijedi:

Cxx(ti,t2) = FE[X(t1)X(t2)]
= E[(X(t ) 77X(l‘1))( (t2) — nx (t2))]
= E[X(t1)X(t2)] — Elnx (t1) X (t2)]
—E[UX(b)X( V)] + Enx (t)nx (t2)]
= Rxx(t1,t2) —nx(t1)nx(t2) — nx(t2)nx (t1) + nx (t)nx (t2)
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= Rxx(ti,t2) — nx(t1)nx(t2) (4.22)

Moze se zakljuciti da ako se radi o Cisto sluCajnom procesu tada je varijansa
jednaka nuli.
Kroskorelaciona funkcija dva slu¢ajna procesa X (t) i Y (¢) se definira kao:

+oo  ptoo
Rxy(ti,t2) = E[X(t1)Y (t2)] = / / 1Yop(t1, T1;t2, y2 )dr1dy: (4.23)
— 00 — 00

pri ¢emu je p(t1,x1;t2, ) zajednifka funkcija gustine vjerovatnode sluéajnih procesa.
Pokazuje se da u slucaju kada su procesi medusobno nezavisni vrijedi:

Rxy(ti,t2) = nx(t1)ny (t2) (4.24)

Kroskovarijansa dva sluc¢ajna procesa se obiljezava sa Cxy (t1,12) i predstavlja kro-
skorelacionu funkciju njihovih centriranih slu¢ajnih procesa:

Cxy(t1,t2) = E[X(t1)Ye(t2)] (4.25)
Analogno kao i u prethodnom izlaganju, moze se pokazati da vrijedi:
Cxy (t1,t2) = Rxy (t1, t2) — nx (t1)ny (t2) (4.26)

Ako su dva slu¢ajna procesa medusobno nezavisna tada je njihova kroskovarijansa
jednaka nuli.

Primjer 4.6:

Neka je signal X (¢) deterministicki slucajni proces X (t) = Acos(wt + a), a a uni-
formno rasporedena sluéajna promjenljiva na intervalu [—m, w]. Odrediti autokore-
lacionu funkciju slucajnog procesa.

Rjesenje:

Rxx(t1,t2) = /
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AZcos(wty 4 a)cos(wty + a)2—da
o T
2
7cos(w(t2 —t1))

Ocekivana vrijednost procesa se moze vizualizirati i programskim kodom 4.4.
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PROGRAMSKI KOD 4.4

# Odredivanje ocekivane vrijednosti procesa:
eta_X_t = np.empty((N))

for t_i in range(N):
eta_X_t[t_i] = np.mean(X_t[:,t_i])

# Crtanje ocekivane vrijednosti procesa eta_X(t)
ssp.slpromiD.grafik(t, eta_X_t, naslov = "$\\eta_x(t)$")

0.03 A

0.02 A

0.01 A

0.00 A

—0.01 A

—0.02 A

—0.03 1

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
t

J

Tako na prvi pogled djeluje da je ocekivana vrijedost procesa oscilatorna, ona je prak-
ticno jednaka nuli, ali zbog relativno malog broja uzoraka se to u simulaciji teze uocava.
Nadalje, vizualiziranjem autokorelacione i kroskorelacione funkcije ovog procesa moze se
vidjeti i stacionarnost, jer se ,uzorak” oblika funkcije ponavlja u vremenu, odnosno vri-
jednost zavisi samo od rastojanja izmedu pojedinih vremenskih trenutaka (programski

kodovi 4.5-4.6).

PROGRAMSKI KOD 4.5

#0dredivanje korelactionih funkcija:
R_xx = np.empty((N, N))
C_xx = np.empty((N, N))
for t1 in range(N):
for t2 in range(N):
R_xx[t1l, t2] = np.mean(X_t[:,t1]*X_t[:,t2])
C_xx[t1, t2] np.mean((X_t[:,t1]-eta_X_t[t1])*(X_t[:,t2]-eta_X_t[t2]))

PROGRAMSKI KOD 4.6

ssp.slproc.korelacija(X_t,X_t,

naslov = "Autokorelaciona funkcija $R_{XX}(t_1,t_2)$");
ssp.slproc.korelacija(X_t,X_t,

tip = 'centrirana',

naslov = "Varijansa $C_{XX}(t_1,t_2)8$");
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4.6 Korelacione funkcije stacionarnih slucajnih pro-
cesa

Veliki broj slucajnih procesa se mogu modelirati kao stacionarni procesi. Za stacionaran
slucajni proces vrijede sljedece relacije:

p(t,x) = p(z) (4.27)

p(ti, x1;te, x2) = p(T, 21, 2) (4.28)

gdje je T =t1 — to.
Ocekivana vrijednost i o¢ekivana kvadratna vrijednost stacionarnog slucajnog procesa
su konstantne:

+oo +oo
E[X()] = /_ xp(t, z)dx = /_ xp(z)dr = nx (4.29)
E[X?(t)] = /+00 22p(t, x)de = /+O° 2 p(x)de = 0% (4.30)

Autokorelaciona funkcija ovisi od 7:
+oo +oo
Rxx(ti,t2) = / / T122p(t1, w15 ta, T2)dx1dT)
—0o0 — 00

—+oo +oo
= / / r129p(T, 21, T2 )dx1dT2
= RX)((T) (4.31)

Jasno je da se maksimalna vrijednost autokorelacione funkcije stacionarnog slucajnog
procesa postize u koordinatnom pocetku (7 = 0), $to se moZe i jednostavno pokazati.
Naime:

E[(X(t1) — X(t2))?]
B[X2(t1)] — 2B[X (t1) X (t2)] + E[X?(t2)]

(AVARLYS
o
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U%—QRXX(T)—&—U% > 0
O%( 2 RXX (T)
Rxx(()) 2 Rxx(T) (4.32)
Takoder, kovarijansa slucajnog procesa zavisi samo od 7 :
Cxx(ti,t2) = Rxx(ti,t2) —nx(t1)nx(t2)
= Rxx(1)—nk
= CX)((T) (4.33)

Analogno, za dva medusobno stacionarna procesa vrijedi:

“+oo “+o0
/ / z1y2p(te, x1;t2, y2)dri1dys
—oo J—00

“+o0o “+o0
/ / T1Y2p(T, 1, Y2 )dx1dys
-0 J—0o0

= ny(T) (434)

Rxy(t1,12)

Pokazuje se da ako dva medusobno stacionarna procesa zamijene mjesta, izraz za Rxy (t1,t2)
se svodi na:

Rxy(t1,t2) = Rxy (1) = E[X(t1)Y (t2)]

E[Y (t2) X (t1)]

= Ryx(ta,t1)

= Ryx(-7) (4.35)

Za slucaj autokorelacione funkcije, izraz (4.35) se pojednostavljuje na:
RX)((T) = RX)((—T)

odnosno autokorelaciona funkcija stacionarnog slucajnog procesa je parna funk-
cija po 7.

4.7 Srednje vrijednosti procesa po vremenu

Srednja vrijednost po vremenu neke funkcije sluéajnog procesa X (t) se rac¢una za jednu
realizaciju tog procesa i definise se izrazom:

fIX(®#)] = lim = / fIX()]dt (4.36)
U literaturi je moguce nadi i definiciju:

X = Jim o / 71X (4.37)
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Srednja vrijednost realizacije slucajnog procesa po vremenu se dobiva za
fIX(@®)] = X(t):
1 [T/2
X(t) = lim — X (t)dt (4.38)
T—o0 T —T/2
Bitno je naglasiti da se uz notaciju sa nadvlakom, u literaturi éesto koriste i siljaste

zagrade:
X(t) = (X(t)) (4.39)

Slika 4.9: Ocekivana vrijednost slu¢ajnog procesa po vremenu

Srednjekvadratna vrijednost realizacije sluCajnog procesa po vremenu se
dobiva za f[X(t)] = X2(t):

1 /T2
X2(t) = lim — X2(t)dt (4.40)
T—oo 1 —T/2
Jasno je da srednjekvadratna vrijednost realizacije slucajnog procesa zapravo odgovara
njegovoj srednjoj snazi.
Autokorelaciona funkcija po vremenu predstavlja srednju vrijednost po vremenu
od fIX)]=XH)X({t+7):

T/2
Rux(r) = XOXET) = lim = [ XEOX(t+7)dt (4.41)

T—oo T —T/2

U literaturi se autokorelacija definira i sa Rxx(7) = X(¢)X (¢t — 7) (Sto je zapravo isto,
uz smjenu t =t + 7).
Kroskorelaciona funkcija po vremenu dvije realizacije sluajnih procesa X (t) i
Y (t) je:
1 [T/

Rxy(r) = XOY(E+7) = lim — . X(£)Y (¢ + 7)dt (4.42)

4.8 Ergodicnost

Za slucajni proces X(t) se kaze da je ergodican ako su njegove srednje vrijednosti po
vremenu jednake odgovaraju¢im ocekivanim vrijednostima, odnosno:

X(t) = EX@®)]=nx (4.43)
X2(t) = E[X%*(t)]=o0% (4.44)
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Rxx(1) = Rxx(7) (4.45)

Jasno je da proces moze biti ergodican samo ako je stacionaran, jer ocekivana vrijed-
nost u opstem slucaju ovisi o vremenu, a prema zahtjevu ergodi¢nosti srednja vrijednost
procesa po vremenu ne bi smjela ovisiti o konkretnoj realizaciji.

Prakticno, ergodicni procesi su oni kod kojih jedna jedina realizacija procesa sadrzi sve
statisticke informacije o cijelom slucajnom procesu. Kod ergodiénih procesa ocekivane
vrijednosti se mogu racunati kao oc¢ekivane vrijednosti po vremenu, a ne samo po mnostvu
(preko sluéajnih varijabli i raspodjela vjerovatnoca)!

Primjer 4.7:

Neka je signal X (¢) deterministicki slucajni proces X (t) = Acos(wt + a), a a uni-
formno rasporedena sluéajna promjenljiva na intervalu [—m,7]. Odrediti srednju
vrijednost, srednjekvadratnu vrijednost i autokorelacionu funkciju po vremenu od
realizacije X (t).

Rjesenje:
Posto se radi o periodi¢nom signalu, njegovu srednju vrijednost u vremenu je moguce
na¢i na osnovnom periodu 71"

T/2 b+T
—/ Acos(wt + a) dt :—/ Acos(wt+a) dt=0
T/2 T Jy

zbog simetri¢nosti podintegralne funkcije. Srednjekvadratna vrijednost po vremenu:

A2
X2(t) = A% cos?(wt + a) = 7[1 + cos (2wt + 2a)]

A2 AT A2 A2
?—l—?cos(th—l—Za) = +0:7

Autokorelaciona funkcija po vremenu:

Xt)X(t+71) = A% cos(wt+ a)cos(wt +wT +a) =
A2
= 5 [cos(Zwt +2a +wT) + cos(wr)} =
A2 A?
= 7(O+coswr) = 5 coswr

Primjer 4.8:

Slucajni proces ima realizacije X (t) = a, pri ¢emu je a realna sluéajna promjenljiva
G.2 oy . v . .o v .

sa raspodjelom p(a) = \/%76_7. Odrediti ocekivanu vrijednost, oc¢ekivanu sred-

njekvadratnu vrijednost i korelacionu funkciju sluc¢ajnog procesa. Odrediti srednju

vrijednost, srednjekvadratnu vrijednost i autokorelacionu funkciju po vremenu od

realizacije X (t).
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Rjesenje:
Prilikom rjesavanja ovog zadatka koristit ¢e se sli¢an pristup kao i u (4.16), jer se na
taj nacin izbjegava racunanje funkcije gustoce vjerovatnoce slucajnog procesa.

E[X(t)] = E[G(a)]
E[X?(t)] = E[G*(a)]
Rxx(t1,t2) = E[G(a,t1) - G(a, t2)]

Prema postavci zadatka G(a) je dato kao G(a) = a. Na osnovu ovih relacija mogu se
proracunati sve vrijednosti koje su trazene za slucajni proces.

Ocekivana vrijednost slucajnog procesa se racuna kao:

“+o0 “+oo 1 W2
E[X(t)] = E[G(a)] = 3 G(a)pg(t,a)da = 3 amfdea:O

zbog Cinjenice da je integral neparne funkcije na simetri¢nim granicama jednak nuli.

Srednjekvadratna vrijednost slucajnog procesa se racuna na sljedeéi nacin.

+oo +oo 1

BX0)] = FIG@] = [ GPapa(t,a)da = /_ e

Integral se rjesava parcijalnom integracijom:

2

E[XQ(t)] _ u=a, dv= ae*jzda
du = da, v=—e 2
1 _2|™ too o
= — [ —ae = + e da
V2T -

1 +OO 7(12
= — e 2 da
vV 2T /—oo
Ukoliko se podintegralna funkcija posmatra kao funkcija gustine Gaussove raspodjele,
gdje je a = 01 o = 1, koristeéi se ¢injenicom da vrijedi fj;: p(z)dx = 1 dolazi se do
zakljucka da je cijeli integral jednak 1:

BlX*(t) =1
Korelaciona funkcija slucajnog procesa se izracunava koristenjem cinjenice da slucajni
proces ne ovisi o vremenu, odnosno vrijedi G(a,t) = G(a), pa slijedi:

+oo
Rxx(t1,t2) = E[G(a,t1) - G(a,t2)] = E[G(a) - G(a)] = G*(a)pa(t,a) da (4.47)
— 00
Jednacina (4.47) je ista kao i jednadina za raCunanje srednjekvadratne vrijednosti
(4.46), iz cega slijedi da je:
Rxx(ti,t2) =1
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Srednja vrijednost po vremenu od realizacije X (t) se racuna na kao:

1 2
X@t) = lim - [ X(t)dt
T—oo T 7%
- am
li L/ d li 2
= g [ ad= m 2
: -%
. a
= ATt
= a

Srednjekvadratna vrijednost po vremenu od realizacije X (t) se odreduje na sljededéi
nacin:

T
1 [z
X2(t) = TlLr{ljof/TXz(t)dt
-2
1 [? 2 |
_ . L 2 o Cli
= Th—I>I<1>oT/_zadt A ot
2 =
2
a
= 1. 7.T
Tl—l;r(lOT
= a,2

Konacno, autokorelaciona funkcija po vremenu od realizacije X (t) je:

SRX)((T) = X(t)X(t+T)
.1 [z
= Th_{noof _%X(t)X(t—i-T)dt
T
= i L[z dt
o T1—I>nooT _%a “
%

. a? . a?
= AT ST
-3

= a2

Obzirom da za ovaj sluc¢ajni proces vrijede relacije (4.43), (4.44) i (4.45), to se zaklju-
¢uje da je dati proces i ergodican.
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4.9 Spektralna gustina stacionarnih slucajnih procesa

Spektralna (sopstvena) gustina stacionarnog slufajnog procesa predstavlja spektar
(Fourierovu) transformaciju autokorelacione funkcije:

+oo
Sxx(w) :F{RX)((T)} = RX)((T)E_JWTdT (448)
—o00
Naravno, to implicira da se autokorelaciona funkcija stacionarnog sluc¢ajnog procesa moze
izracunati pomocu inverzne Fourierove transformacije spektralne gustine:

I ,

RX)((T) = 7/ SXX(w)eJWwa (449)
2 J_ o

Bitno je primijetiti da je za sluc¢aj realnog procesa, autokorelaciona funkcija parna i realna,

pa je spektralna gustina zapravo realna funkcija po w, a odatle i oznaka S,,(w), a ne

Szz(jw) . Spektralna gustina sluéajnog procesa se npr. moze iskoristiti za racunanje

ocekivane kvadratne vrijednosti sluc¢ajnog procesa:

1 [T
% = E[X()X(t)] = Rxx(t — t) = Rxx(0) / S (W) dw (4.50)

:5 .

Analogno se definira i medusobna spektralna gustina sluéajnog procesa:

+o0 )
Sxy(jw) = F{Rxy (1)} = Rxy (1)e™?“Tdr (4.51)
Takoder vrijedi:
1 [t )
Rxy(T) = 7/ Sxy (w)e’* T dw (4.52)
™ — 00

Primjenom osobine (4.35) dobiva se:

Syx(jw) = F{Ryx(’l‘)} = F{ny(f’r)} = /Jroo ny(fT)eijw‘rdT = Sxy(fjw)
- (4.53)

4.10 Sum i tipovi Suma

U kontekstu sluc¢ajnih procesa, Sum predstavlja sluc¢ajnu, nepredvidivu komponentu koja
uti¢e na signal ili sistem. Sum se obi¢no posmatra kao nezeljena promjena koja se dodaje
korisnom signalu i moze otezati detekciju ili analizu zeljenih informacija.

U sustini, Sum karakterise njegova slucajna priroda, autokorelaciona funkcija, distri-
bucija vjerovatnoce i spektralna gustina. Naime, Sum je inherentno slucajan proces, koji
se najcesée modelira kao tzv. ,niskoautokoreliran” proces, $to znac¢i da nema jaku vezu
izmedu vrijednosti u susjednim vremenskim trenucima. Sumovi se modeliraju na bazi
razli¢itih distribucija vjerovatnocée slucajnih promjenljivih, u zavisnosti od tipa procesa
koji ga generiSe (npr. dosta Cesto se koristi normalna (Gaussova) raspodjela).

Najvaznija podjela Sumova je na osnovu njihove spektralne distribucije, odnosno ras-
podjele snage suma u frekventnom domenu. Zbog toga neki od tipova Sumova, vazni za
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modeliranje slucajnih procesa, imaju i svoje nazive. Tako npr. Bijeli Sum ima ravno-
mjernu distribuciju snage na svim frekvencijama, kod Rozog i Crvenog snaga je manja
na visim frekventnim opsezima, dok kod Plavog i LjubiCastog ona raste sa porastom
frekvencije. U nastavku ¢e ukratko biti opisani ovi tipovi Sumova.

4.10.1 Bijeli Sum

Bijeli sSum predstavlja ¢isto slucajan proces, kod kojeg ne postoji korelacija izmedu tre-
nutnog i proslog uzorka signala suma. Ocekivana vrijednost bijelog Suma jednaka je nuli.
Bijeli Sum predstavlja slucajni proces koji ima sljede¢u autokorelacionu funkciju:

Rxx(ti,ta) = I(t1)6(t1 — to) (4.54)

gdje je I(t) realna funkcija jedne realne promjenljive. Poseban tip bijelog Suma je staci-
onarni bijeli sum, opisan sa:

Rxx(tl,tz) :I(S(T) (455)
Spektralna gustina stacionarnog bijelog Suma je konstantna:
Sxx(w)=F{Ié(1)} =1 (4.56)

Gaussov stacionarni bijeli Sum ima jednodimenzionalnu gustinu vjerovatnoce definiranu
Gaussovom raspodjelom. Bijeli Sum ogranicenog frekventnog opsega se definise kao:

I, |w| <w.
Sxx(w) = {0 Wl > w (4.57)

pa je njegova autokorelaciona funkcija data sa:

1 [ree o Tw,
Rxx(7) = —/ Sxx(w)e’ dw = Sa(w.T) (4.58)

21 T

— 00

Bijeli Sum se koristi za opisivanje Sumova koji nastaju u audio i video signalima. Npr.
kada na analognom televizoru nema prenosa, odnosno korisnog signala, jedino sto vidi
jeste bijeli sum. Takoder, isti efekat se mozZe i ¢uti na TV /radio prijemniku u sluc¢aju ne-
postojanja korisnog signala. Naziv ,bijeli” Sum dolazi iz analogije sa ,,bijelom svjetloséu”
- naime spektralna gustina bijelog Suma obuhvata sve frekvencije, bas kao sto i bijela
svjetlost obuhvata sve talasne duzine, tj. frekvencije vidljivog spektra.

4.10.2 Obojeni Sumovi

Osim bijelog Suma, od interesa su i drugi tipovi Suma, kao $to su crni, rozi, crveni, plavi,
ljubicasti. U tabeli (4.1) su prikazane osnovne karakteristike ovih tipova Sumova.
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Tip Suma Spektralna Karakteristika

gustina Sxx(w)

Crni Sum 0 Crni Sum predstavlja odsustvo svih
frekvencija. To je tip signala sa nultom
snagom. Naziva se joS i tisina.

Rozi $sum Sxx(w) = é To je tip signala kod kojeg je snaga Suma

izrazenija na nizim frekvencijama, nego na
visim. Mnogi prirodni procesi se mogu
modelirati rozim Sumom, kao sto je sSusStanje
valova od obalu, Sustanje lis¢a na drvecu i
kisa. Rozi Sum djeluje opustajuce na covjeka,
i pomaze u ostvarivanju boljeg sna.

Tzv. “flicker noise” koji se pojavljuje u
elektronickim uredajima predstavlja vrstu
rozog Suma.

Crveni Sum

Sxx(w) =1L

Drugi naziv za crveni Sum je ,, Brownian
noise”, odnosno Braunov Sum. U poredenju
sa rozim i bijelim Sumom, crveni Sum je
dosta dublji i “meksi”. Odredene prirodne
pojave kao sto su zvuk jakih vodopada ili
vjetra se mogu modelirati crvenim Sumom.

Plavi sum

SX)((OJ) =Iw

Plavi sum predstavlja suprotnost crvenog
Suma, jer je snaga skoncentrisana na gornjem
kraju spektra. Zvuk prskanja vode iz
prskalice pod visokim pritiskom se moze
modelirati plavim Ssumom. Ovaj Sum ima
¢estu primjenu u muzickoj industriji u
postupcima zagladivanja signala.

Ljubicasti sSum

Sxx(w) = Iw?

Zvuk isticanja vode iz slavine je primjer
ljubicastog suma. Kod ljubicastog suma,
snaga na visokim frekvencijama je jos$
dominantnija nego kod plavog Suma.

Tabela 4.1: Tipovi obojenih Sumova

4.11 Markovljevi slucajni procesi

Markovljevi procesi zauzimaju posebno mjesto u analizi slucajnih procesa. Prilikom uvo-
denja koncepta Markovljevih procesa, obi¢no se uvodi pojam stanja procesa - Sto je u
ovom slucaju x;. Za diskretni slucajni proces broj mogucih stanja je prebrojiv ili konacan,
pa se takav proces jo$ naziva i Markovljev lanac.

Za proces se kaze da je Markovljev proces ukoliko vrijedi:

pu(tnaxn“laxl; t27.'1,‘2;

5 tnfla $n71) = pu(tny xn|tn717 :Cnfl)

(4.59)

odnosno ako funkcija gustine vjerovatnoce za prelazak u naredno stanje zavisi samo od
prethodnog stanja, ili drugim rije¢ima, za procjenu buduceg stanja je potrebno samo
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poznavati trenutno stanje, a ne i na¢in/put kako se doslo do tog stanja (proslost). U tom
smislu, visedimenzionalna funkcija gustine ima oblik:

p(t1, X152, X9 s by T )darday - dxy, = p(ty, @1)da1py(ta, T2|t1, 21)d2s. ..
"'pu(tiia‘TS‘tZ,xQ)deg....
'-'pu(tnaxn‘tn—lyxn—l)dxn (460)

U skladu sa Bayesovom teoremom, uslovna gustina se moze izraziti preko dvodimenzi-
onalne, jer vrijedi:

p(t1, x1;te, x2)dr1drs = p(ti, x1)dz1py(te, T2|t, 1)dxs (4.61)

sto prakti¢no znaci:
p(t17 L1 t?a ‘TQ)

Dulta, 2|t1,21) = 4.62
ul | ) p(ti, 1) ( )
Sada se Markovljev proces moze prikazati sa:
p(tl,l‘l;tg,l'Q) p(t27$2§t3,$3)
t x;t7x;.“;t7$ = t7£[] . . LR
p(t1, x1;t2, T2 nsn) p(ti,z1) p(t,m1) p(t2, z2)
Pt Tnita—1, Tn1) (4.63)
p(tn—laxnfl)

Prema tome, kod Markovljevih procesa se sve (jednodimenzionalne i viSedimenzionalne)
gustine mogu prikazati preko dvodimenzionalnih. Zanimljivo je da takoder vrijedi:

+o0 +oo

/ p(ty, w13 te, x2)dry = / p(t1, x1)pu(te, T2lti, z1)dxs

—oo —00
+o0

= p(tl,xl)/ Dulta, 2lt1, z1)dxs

— 00

= p(t1,71) (4.64)
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Zadaci za samostalan rad

1. Slucajni proces X (t) sastoji se od tri moguée realizacije: z1(t) = 1, x2(t) = =3, x3(t) =
sin(27t). Svaka od mogudéih realizacija se moze desiti sa jednakom vjerovatnoéom.
(a) Pronadi ofekivanu vrijednost sluéajnog procesa, E[X (t)].
(b) Pronadi autokorelacionu funkciju, Rx x (¢1, t2).
(¢) Dali je proces stacionaran u Sirem smislu (WSS)? Da li je stacionaran u uzem smislu?
2. Slucajni proces X (t) sastoji se od pet moguéih realizacija: x1(t) = —2cos(t), z2(t) =
—2sin(t), z3(t) = 2[cos(t) +sin(t)], z4(t) = [cos(t) —sin(t)], z5(t) = [sin(t) — cos(t)]. Svaka
od mogudih realizacija se moze desiti sa jednakom vjerovatnoc¢om.
(a) Pronadi oéekivanu vrijednost sluéajnog procesa, E[X (t)].
(b) Pronadi autokorelacionu funkeiju, Rx x (t1,t2).
(c) Dalije proces stacionaran u sirem smislu (WSS)? Da li je stacionaran u uzem smislu?
3. Slucajni proces je dat sa X (t) = Acos(wt) + Bsin(wt), gdje su A i B slu¢ajne promjenjive
sa nultom srednjom vrijednoséu.
(a) Pronadi ofekivanu vrijednost sluéajnog procesa, E[X (t)].
(b) Pronadi autokorelacionu funkciju Rx x (¢1,t2).
(¢) Pri kojim uslovima je X (t) stacionaran u Sirem smislu?
4. Neka je s(t) periodicki trokutasti signal kao na slici 4.10. Pretpostaviti da je slucajni

proces dobijen na osnovu signala X (¢t) = s(t — T'), gdje je T slucajna promjenjiva koja je
uniformno rasporedena na intervalu (0,1).

) Odrediti funkciju gustine vjerovatnoce slucajnog procesa X (t).
) Odrediti oéekivanu vrijednost slu¢ajnog procesa, E[X (t)].

(c) Odrediti autokorelacionu funkciju Rxx (t1,t2).
)

Da li je proces stacionaran u Sirem smislu (WSS)?

Slika 4.10: Signal s(t) za Zadatak 4

5. Odrediti korelacionu funkciju Rx x (¢,t 4+ 7) i spektralnu gustinu za harmonijsku funkciju
z(t) = Asin(Bt++). Naéi vrijednost korelacione funkcije za 7 = 0 kao inverznu Fourierovu
transformaciju spektralne gustine S(w). Pretpostaviti da je proces ergodi¢an. Vrijednosti
parametara su 3 = 2sec”*, A = 10.
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6. Korelaciona funkcija za stacionarni slucajni proces sa nultim matematickm ocekivanjem
data je relacijom Rxx (1) = De #™l gdje je D =100 i u = 5. Odrediti spektralnu gustinu
i nacrtati njen grafik.

7. Rijesiti prethodni primjer ako posmatrani stacionarni slucajni proces ima srednju vri-

jednost (matematicko ocekivanje) jednaku 5. Graficki predstaviti korelacionu funkciju i
spektralnu gustinu.

8. Odrediti srednjekvadratnu vrijednost signala ¢iji je spektar dat sa:

wi4+4

)= T o
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5. Prolaz slucajnih procesa
kroz LTI sisteme

5.1 Prolaz slucajnih procesa kroz LTI sistem

Neka je dat linearan i vremenski invarijantni sistem svojim impulsnim odzivom h(t). Neka
se na ulazu u sistem nalazi signal opisan slu¢ajnim procesom {X (t)}. Tada je izlaz iz LTI
sistema takoder slu¢ajni proces {Y(¢)}. Veza izmedu ulaznog i izlaznog signala je data
konvolucionim integralom:
+oo +oo
Y(t) = X(T)h(t — 7)dr = / h(T)X(t —7)dr (5.1)
— 00 —0o0
Obzirom da se oznaka 7 upotrebljava kao nezavisna promjenljiva korelacionih funkcija,
to je uobicajenije koristiti sljede¢u notaciju:
“+o0
Y(t) = X(t —u)h(u)du = L{X(t)} (5.2)
—0o0
Posto je X (t) u ops$tem slucaju nedeterministicki signal tada se Y (t) teSko analiticki
izracunava, pa je od interesa razmatrati njegove statisticke pokazatelje. U skladu s tim,
ocekivana vrijednost izlaznog procesa se racuna kao:

EY(®)] = E[L{X(1)}]
+o0o
= / ypy (t.y)dy (5-3)
—00
Obzirom da vrijednost Y (¢) ovisi od vrijednosti X (t — u) tada vrijedi:
py(t,y)dy = vjerovatnoéa da [y < Y (¢)< y + dy]
= vjerovatnoca da [z < X (t — u)< = + dz]
= px(t—u,z)dx (5.4)
Tada ocekivana vrijednost postaje:
+oo

E(n) = / upy (£, ) dy

—00
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+oo

:/ ypx (t —u, z)dz

— 00

_ /+°°[ " Xt — ) h(u)du] px(t — w,x)d

— 00 — 00

+oo +oo
= [ X(t—u)px(t —u,z)dr h(u)du

nx (t—u)
400
_ [ nx (¢ — wh(u)du
foo
=/ E[X(t —u))h(u)du (5.5)
Odakle se zakljucuje:
ny (t) = E[Y ()] = E[L{X(®)}] = L{E[X ()]} = L{nx (1)} (5.6)

Dakle, operatori L{-} i E[-] uslu¢aju LTI sistema predstavljaju komutativne operatore.
Interesantno je odrediti i kroskorelacionu funkciju ulaznog i izlaznog slucajnog
procesa LTI sistema:

Rxy(ti,t2) = E[X(t1)Y (t2)]
= E[X(t1) L{X(t)};—,]
= E[L{X(t1)X(t)},y,]
= L{E[X(t)X(®)]}H,—,
= Lo{Rxx(t1,t2)}
+oo
= Rx x(t1,t2 — u)h(u)du (5.7)

Posljednji izraz se moze jednostavno pokazati i koristenjem definicionog integrala, jer
uzimajuéi u obzir da su operatori L{-} i E[-] komutativni, tada operator ocekivane vri-
jednosti moze ,,uéi pod integral”. Indeks dva (u Ls) oznacava da se operator primjenjuje
na promjenljivu ¢2 (odnosno da u konvoluciji uéestvuje samo promjenljiva tz).

Autokorelaciona funkcija izlaznog slucajnog procesa se moze odrediti preko
autokorelacije ulaznog procesa:

Ryy(ti,t2) = E[Y(t1)Y (t2)]

+oo
E [ X (t1 — uw)h(u)du - Y (ts)

— 00

+oo
= E[X(t1 — w)Y (t2)]h(u)du
_j:ooo
=/ Rxvy (t1 — u,to)h(u)du

L{Rxvy (t,t2)}|,—,
= Ll{RXY(tlv tQ)}
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= Li{Lo{Rxx(t1,t2)}}

“+o0 “+o00
/_ /_ Rxx(t1 — u,ta — v)h(u)h(v)dudv (5.8)

Koristenjem analognog pristupa moguce je pokazati da sli¢ne relacije vrijede i za centri-
rane slucajne procese:

Cxy (t1,t2) = Lo{Cx x (t1,t2)} (5.9)
odnosno:
Cyy(ti,t2) = Li{Cxvy(t1,t2)}
= Li{L2{Cxx(t1,t2)}}
+oo +oo
- / Cex (b1 — u, ts — v)h(u)h(v)dudy (5.10)

Primjer 5.1:

Neka je dat LTT sistem sa ulazom z(t) i izlazom y(t) opisan diferencijalnom jed-

nacinom: y(t) = dzsf). Odrediti autokorelacionu funkciju izlaznog signala ako je

poznata autokorelaciona funkcija ulaznog signala.

Rjesenje:

Ryy (t1,t2) Ly {Lo{Rxx(t1,t2)}}

_ 1 ORx x (t1,t2)
! Ots
O?Rx x(t1,t2)
Ot10ts

5.2 Prolaz stacionarnih sluc¢ajnih procesa kroz LTT sis-
tem

Relacije koje opisuju prolazak sluéajnih procesa kroz LTI sistem se bitno pojednostav-
ljuju ukoliko su slucajni procesi stacionarni. Tada se o¢ekivana vrijednost izlaznog
procesa racuna kao:

+oo

B ()] = / nx ( — w)h(u)du

— 00

= /+OO nxh(u)du

— 00

= 77X/ h(u)du (5.11)

— 00
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5. Prolaz slucajnih procesa kroz LTI sisteme

Analogno, obzirom da kod stacionarnih procesa vrijedi:

Rxx(tl,tg) = RXX(tl — tg) = RX)((T) (5.12)

kroskorelaciona funkcija se moze izracunati kako slijedi:
+oo
Rxy(t1,t2) = Rxy (1) = / Rxx(t1,ta — u)h(u)du
/ <ty — (s — w))h(u)du
Jr
= / Rxx(t1 —t2 +u)h(u)du

(7 +w)h(u)du

= |smjena u = —ul
—o0

Rxx (T —u)h(—u)(—du)

+oo
+oo
= | Bxx(r - wh(-u)(dw)
= Rxx(T)*h(—T) (5.13)

Analogno, za autokorelacione funkcije izlaznih signala vrijedi:
Ryy(t1,t2) = Ryy (1) = Li{Rxy(t1,t2)}

—+oo
/ Rxvy (t1 — u,to)h(u)du

— 00

+oo
/ Rxvy (t1 — u — to)h(u)du

— 00

+oo
/ Rxy (1 — u)h(u)du

R;(O:/(T) * h(T)
(Rxx(7) * h(—7)) x h(7)
p(T)
= Rxx(1)=p(7) (5.14)

pri ¢emu je sa p(7) oznacden izraz p(7) = h(7) * h(—7). Detaljnija analiza dovodi do
sljedeceg rezultata:

p(r) = 7)) *h(-7)
= h(7) * hpom (7)

+oo
/ B(#)hyom (7 — £)dt

— 00

+oo
_ / h(Oh(t — 7)dt

—00
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~ Rpp(7) (5.15)

sto predstavlja reprezentaciju autokorelacione funkciju po vremenu od impulsnog odziva.
Vazno je primijetiti da se ¢esto u literaturi, zavisno od toga da li se koristi aperiodicki
ili periodicki signal, autokorelaciona funkcija normalizira na intervalu T' (pa je notacija
nesto drugacija nego u prethodnim poglavljima). Nadalje, srednjekvadratna vrijednost
slucajnog procesa Y (t) je data sa:

oy (t) = E[Y*(t)] = Ryv (1,1) (5.16)

a za slucaj stacionarnog procesa vrijedi:

t1 =1,
U%/(t) - Ryy(T) tgzt,
7=0

+oo +oo
= / Rxx(t —u,t —v)h(u)h(v)dudv
rhoo pes
= [ [ Rxx (v — u)h(u)h(v)dudv

—+oo —+oo
= / / Rxx (u —v)h(u)h(v)dudv
0% = const (5.17)

Za centrirane slucajne procese se izrazi svode na:

Cxy (1) = Cxx (1) * h(—7) (5.18)

ny(T):CXy(T)*h(T):CX)((T)*p(T) (519)
Primjer 5.2:

Neka je dat LTT sistem sa ulazom z(t) i izlazom y(t), opisan impulsnim odzivom
h(t). Neka je ulaz u sistem stacionarni slucajni proces X (t) sa poznatom autoko-
relacionom funkcijom Rxx(7) = I§(7). Odrediti kroskorelacionu funkciju ulaza i
izlaza, te autokorelacionu funkciju izlaza.

Rjesenje:

+o00
ny(T) = RXX(T+u)h(u)du

— 00

+oo
= / Io(T + u)h(u)du
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ITh(-T) /+OO (7 + u)du

—00

Th(—7)

Nadalje:

Ryy(’r) = ny(’]’)*h(T)
= Th(—7)*h(r)
Ip(T)

Demonstracija ovog zadatka je data u formi programskih kodova 5.1-5.6

PROGRAMSKI KOD 5.1

N = 500
M = 500

delta_t = 0.1
t = np.arange(0, N*delta_t, delta_t)

# Slucajni proces:
X_t = np.empty((M, N))

for k in range(M):
X_t[k,:] = np.random.normal(0, 0.1, N)

#Crtanje realizacija slucdajnog procesa X(t)
ssp.slproc.realizacije(t, X_t, indeksi = [10],

naslov = "Prikaz realizacije sl.procesa")
ssp.slproc.realizacije(t, X_t, indeksi = [12],
naslov = "Prikaz realizacije sl.procesa")

Prikaz realizacije sl.procesa

0.4 — Xo(t)
0.2 1
0.0 1
—0.2 1
(I) 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0
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Prikaz realizacije sl.procesa

031 — Xu(b)
0.2
0.1 4
0.0 A

—0.1 4

~0.2
—0.3 A

-0.4 T T T T T T

PROGRAMSKI KOD 5.2

#0dredivanja tzlaza 1z sistema sa impulsnim odzivom h(t)
h = np.exp(-t/5)
Y_t = np.empty((M,N))

for k in range(M):
y = np.convolve(X_t[k, :1, h)
Y_tlk, :1 = y[0:N]

#Crtanje impulsnog odziva
ssp.slpromiD.grafik(t, h,
naslov = "Impulsni odziv $h(t)$")

ssp.slproc.realizacije(t, Y_t, indeksi = [210],

promjenljiva = 'Y',
naslov = "Prikaz realizacije sl.procesa")
Impulsni odziv h(t) Prikaz realizacije sl.procesa
10 1.0 4 — Y210(t)
A
0.8 A 0.5 1
0.6 1 0.0 1
0.4+ —-0.5 1
0.2 A —1.0 A
0.0 —1.5 A
0 20 40 0 10 20 30 40 50
t t

PROGRAMSKI KOD 5.3

# Isjecak koda:
def korelacija_stacionarna(R_xx, delta_t):
# ...
# Formiranje autokorelacione fje R(tau) (tau= t1-t2, za t2=0, tau ide od O do tlmaz)
R_xx_tau = R[:, 0]
# ...
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tau_vektor = np.arange(0, len(R_xx_tau) * delta_t, delta_t)
# ...
return tau_vektor, R_xx_tau

PROGRAMSKI KOD 5.4

R_xx = ssp.slproc.korelacija(X_t,X_t,
naslov = "Autokorelaciona funkcija $R_{XX}(t_1,t_2)$")

R_xx_tau = ssp.slproc.korelacija_stacionarna(R_xx, delta_t,
naslov = "Autokorelaciona funkcija $R_{XX}(\\tauw)$");

Autokorelaciona funkcija Rxx(t1, t2) Autokorelaciona funkcija Rxx(T)
0
0.010
100 A 0.008 4
200 | 0.006
& 0.004
300 4
0.002
400 0.000 A
—-0.002 1 . . : T T
0 160 260 360 460 0 10 20 30 40 50
t T
L 7
- )

PROGRAMSKI KOD 5.5

R_xy = ssp.slproc.korelacija(X_t,Y_t,
naslov = "Kroskorelaciona funkcija $R_{XY}(t_1,t_2)$")

R_xy_tau = ssp.slproc.korelacija_stacionarna(R_xy, delta_t,
naslov = "Kroskorelaciona funkcija $R_{XY}(\\taw)$");

Kroskorelaciona funkcija Ryy(t1, t2) Kroskorelaciona funkcija Rxy(T)
0
0.010
moﬁi‘ 0.008 1
2004 I 0.006
& ‘ 0.004 -
3004 |
H 0.002
400 0.000 A
| Ii) —0.002 1 . . . . .
0 160 260 360 460 0 10 20 30 40 50
t T
L v
- A

PROGRAMSKI KOD 5.6

ssp.slproc.korelacija(X_t,X_t,
naslov = "Autokorelaciona funkcija $R_{XX}(t_1,t_2)$");
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ssp.slproc.korelacija(X_t,Y_t,
naslov

"Kroskorelaciona funkcija $R_{XY}(t_1,t_2)$");

ssp.slproc.korelacija(Y_t,X_t,
naslov = "Kroskorelaciona funkcija $R_{YX}(t_1,t_2)$");
ssp.slproc.korelacija(Y_t,Y_t,

naslov = "Autokorelaciona funkcija $R_{YY}(t_1,t_2)$");

0

100 4

2001

o

300 A

400 -

Autokorelaciona funkcija Rxx(t1, t2)

0

100 |
&

L
4004

200 I

ER

Autokorelaciona funkcija Ryy(ty, t2)

0

100 4

5.3 Spektralna analiza stacionarnih sluc¢ajnih procesa

Ako se impulsni odziv h(t) i funkcija p(t) predstave u spektralnom domenu tada vrijedi
(za sisteme sa realnim impulsnim odzivom):

h(t) s H(jw) (5.20)
h(—t) +— H(—jw) = H*(jw) (5.21)
p(t) = h(t) « h(—t) +— H(jw)H(—jw) = |H(w)|? (5.22)

Sada se relacije (5.13) i (5.14) mogu napisati i u spektralnom domenu:

F{Rxy(7)}
F{RX)((T) * h(—’r)}
F{Rxx(7)}F{h(-7)}

Sxy (jw)
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— Sxx(w)H(—jw) (5.23)
odnosno:
Syy(w) = F{Ryy(7)}
= F{Rxx(7)*p(7)}
= F{Rxx(7)}F{p(7))}
= Sxx(w)|H(w)P (5.24)

5.4 Aplikacije korelacionih i kroskorelacionih funkcija

5.4.1 Detekcija kasnjenja

U radarskim primjenama poznati signal se Salje prema objektu koji se zeli locirati, te
se reflektovani signal analizira npr. u svrhu detekcije pozicije ili brzine objekta. Poslani
signal X (t) je poznat, ali je primljeni signal oslabljena i zakaSnjela verzija poslanog signala
sa izrazenim Sumom Y (t) = ¢X (¢t — Tp) + N(t), pri ¢emu je sa N(t) oznafen aditivni
sum. Ukoliko se N (t) moze opisati kao stacionaran slu¢ajni proces sa nultom ocekivanom
vrijednosti (E[N(t)] = 0), tada vrijedi:

Rxy(ti,t2) = E[X(t1)Y (t2)]

E[X (t1)[cX (t2 — To) + N(t2)]]

= cE[X(t1)X(t2 — Ty)] + E[X (t1)N(t2)]
N————

=0
= cRxx(t1,t2 —To) (5.25)

Za stacionaran proces se relacija (5.25) svodi na:
ny(T) = CRX)((T—I—T()) (5.26)
Iz relacije (5.26) se moze zakljuéiti da kroskorelaciona funkcija i autokorelaciona funkcija
imaju isti oblik. Desna strana relacije (5.26) dostize svoj maksimum za 7 = —T, (jer
za stacionarne slucajne procese vrijedi Rxx(0) > Rxx(7), V7). Prema tome, funkcija
Rxvy (1) ée svoj maksimum dostiéi u tacki 7 = —Tp, odnosno Rxy (—7) u tacki 7 = Tp.

U skladu s tim, sistem za detekciju kasnjenja se moze formirati kao na slici 5.1. Na
izlazu je potrebno samo nadi vrijednost 7 = Ty koja maksimizira kroskorelacionu funkciju
Rxvy (—7), kako bi se odredilo kasnjenje. Tlustracija zadatka data je u formi programskih
kodova 5.7-5.9.
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n(t) Ryy(—7)
x(t) z(t — Tp)
kasnjenje Ty
To T
y(t)
Korelacii Ry (1)
() orelacija L e

Slika 5.1: Sistem za detekciju kasnjenja

PROGRAMSKI KOD 5.7

=
|

= 1000
np.arange(0, 10, 10/N) #Vrijeme

ot
]

# DeterministicCki signal

x = np.sin(np.pi*t)*(np.heaviside(t, 1)-np.heaviside(t-3, 1))
# Sum

n = np.random.normal(0,0.05, N)

# Kasnjenje
T=4

# Primljeni signal
y_bez_shuma = 0.1*np.roll(x, int(T*N/10))
y = y_bez_shuma + n

ssp.slpromiD.grafik(t,x,
naslov = "Prikaz realizacije x(t)")

ssp.slpromiD.grafik(t, y, t, y_bez_shuma,
naslov = 'Primljeni signal $y(t)$, signal bez Suma $y_{f}(£)$',
legenda = ['$y(t)$', '$y_{£f}(£)$']1)

Prikaz realizacije x(t) Primljeni signal y(t), signal bez Suma y«(t)

1.0 0.2 — ¥t

— ydt)
0.5 01
0.0 1 0.0
-0.51 —0.14
—1.0 A ~0.2

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
t t
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PROGRAMSKI KOD 5.8

# Pravljenje procesa X(t) i Y(t)
M = len(x)

X_t = np.empty((M, N))
Y_t = np.empty((M, N))
Y_t2 = np.empty((M, N))
X_t2 = np.empty((M, N))

for k in range(M):
X_tlk, :] = np.roll(x, k)
# specificno! :
Y_t[:,k] = np.flip(y)

R_xy = ssp.slproc.korelacija(X_t, Y_t,
naslov = "Kroskorelaciona funkcija $R_{XY}(t_1,t_2)$");

400 A

600 -

800 A

PROGRAMSKI KOD 5.9

tau, R_xy_tau = ssp.slproc.korelacija_stacionarna(R_xy, delta_t,
prikaz = False)

R_xy_minus_tau = np.flip(R_xy_tau)
maks_indeks = np.argmax(R_xy_minus_tau)

ssp.slpromiD.grafik(tau, R_xy_minus_tau,
tau[maks_indeks], R_xy_minus_tau[maks_indeks], stil2='ro',
naslov = '$R_{xy}(\\taw)$', x_labela = '$\\tau$',
legenda = ['$R_{XY}(\\tau)$', 'Maks.vrijednost'],
lokacija_lgd = 'lower right')
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e D
Ryy (1)
0.015 4
0.010 4
0.005 A
0.000 A \/\
~0.0051 — Rxv(7)
® Maks.vrijednost
_0010 L T T T T T
0 25 50 75 100
T
- v

5.4.2 Identifikacija sistema

Ako se sistem sa impulsnim odzivom h(t) pobuduje stacionarnim bijelim Sumom X ()
tada je Rxx (1) = I6(7). To znaci da:

Rxy (1) = Rxx(7r)xh(-7)
= I§(1) x h(—7)
Ih(—7) (5.27)
odnosno, za I =1 vrijedi:
h(t) = Rxy(—7) = Rxy(t,t + 1) (5.28)

pa se sistem za identifikaciju impulsnog odziva moze predstaviti blok strukturom na slici
5.2. Tlustracija zadatka data je u formi programskih kodova 5.10-5.12.

z(t) y(#) = w(t) % h(t)
h(t)
h(t) = Ray(—t)
y(®)
z(t) korelacija J(T)

Slika 5.2: Identifikacija sistema pomocu bijelog Suma

PROGRAMSKI KOD 5.10

# Generiranje pobudnog signala - bijeli Sum
N = 1000

trajanje = 50

t = np.arange(0, trajanje, trajanje/N)

# Pobudni signal
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x = np.random.normal(0,1,N)

# Impulsni odziv
h = 1*np.exp (-(t-3)/2)*np.heaviside(t-3, 1)

# Izlazni signal
y = np.convolve(x,h) [0:N]

ssp.slpromiD.grafik(t, x,

naslov = "Ulazni signal $x(t)$")
ssp.slpromiD.grafik(t, h,

naslov = "Impulsni odziv $h(t)$")
ssp.slpromiD.grafik(t, vy,

naslov = "Izlazni signal $y(t)$")

Ulazni signal x(t) Impulsni odziv h(t)
1.0 A

0.8 1

0.6 1

0.4

I1zlazni signal y(t)

15 A

10 A

PROGRAMSKI KOD 5.11

# Ocekivana vrijednost h_est(Tau) = E[z(t-Tau)y(t)]
h_est = np.empty((N))

for Tau in range(N):
h_est[Tau] = np.mean(np.roll(x, Tau)*y)

ssp.slpromiD.grafik(t, h_est, t, h,
naslov='$h_{est}(\\tau)$, $h(\\taw)$',
x_labela= '\\tau', legenda = ['$h_{est}(\\taw)$', '$h(\\taw $']l)
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hest(T), h(T)

= hest(T)
0.8 — h(1)

1.0 4

0.6 1
0.4 A
0.2 1
0.0 1
—0.2

\tau

PROGRAMSKI KOD 5.12

# h(tauw)=R_zy(-tau)=R_zy(tmaz, tmaz-tau)

# Pravljenje procesa X(t) i Y(t)
M = len(x)

np.empty ((M, N))
= np.empty((M, N))

for k in range(M):
# specificno! :
X_tlk, :] = np.roll(x, -k)
Y tl:,k] =y

R_xy = ssp.slproc.korelacija(X_t, Y_t,
naslov = "Kroskorelaciona funkcija $R_{XY}(t_1,t_2)$");

delta_t = t[1]-t[0]
tau_vektor, R_xy_tau = ssp.slproc.korelacija_stacionarna(R_xy, delta_t,
prikaz = False)

R_xy_minus_tau = np.flip(R_xy_tau, axis = 0)

ssp.slpromiD.grafik(tau_vektor, R_xy_minus_tau , t, h,
naslov = '$R_{xy}(-t), h(t)$"',
legenda = ['$R_{XY}(-t)$', '$h(t)$'])
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- R
Kroskorelaciona funkcija Rxy(ts, t2) ny(—t), h(t)
0 ]
10 —— Rxy(-t)
0.8 — hl
200 1
0.6 1
400 4 0.4
600 - 0-21
0.0 1
800 4 —0.2 1
0 200 400 600 800 0 20 40
t t
L v
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Zadaci za samostalan rad

1. Neka su X (¢) i Y(¢) definisani sa:

150

X (t) = A(t) cos(t)

Y (t) = B(t)sin(t)
E[A(®)] = E[B(t)] =0
Raa(r) = Rpa(1) = R(7T)
Rap(t) =0.

Koristenjem prethodno opisanih procesa, pokazati da suma slucajnih procesa koji nisu
stacionarni u Sirem smislu, moze biti stacionarna.

Neka je slucajni proces dat sa
X(t) = beos(2n¥ 4 ©),

gdje je b konstanta, © je uniformna slucajna promjenjiva definisana na intervalu [0, 27) i
U je slucajna promjenjiva koja je nezavisna od © i ima funkciju raspodjele vjerovatnode
datu sa fg(1)). Nadéi relaciju za spektralnu gustinu Sx x (f) u zavisnosti od fu ().
o0
Neka je X(t) = > [An cos(nwt) + By sin(nwt)] slucajni proces, gdje su A, i B, slucajne
n=1
promjenjive tako da vrijedi E[An] = E[Bn] = 0, E[AnBn] = 0, E[AnAn] = dn,m E[A2] i
E[B,.Bn] = 5n,mE[B,2L] za svako m i n.

(a) Nadi autokorelacionu funkciju Rx x (t,t + 7).
(b) Ako je E[B2] = E[A2], da li je proces X (t) stacionaran?

Sinusni signal oblika X (t) = bcos(2m fot+©) se odasilje sa fiksne platforme. Neka se signal
prima putem antene na mobilnoj platformi koja se krec¢e u odnosu na predajnik brzinom
V', relativno u odnosu na smjer propagacije signala izmedu predajnika i prijemnika. Usljed
Dopplerovog efekta, to uzrokuje pomjeranje u obliku

Y (t) = bcos (27rfo (1 + %) t-l—@) ,

gdje je ¢ brzina svjetlosti. Naéi spektralnu gustinu primljenog signala ako je V' uniformno
rasporedena promjenljiva na (—vo, vo).



6. Sinteza linearnih optimalnih
sistema sa stohastickim ulazima

6.1 Uvodna razmatranja

U inZenjerskim primjenama jedan od najcesce susretanih zahtjeva je eliminacija ili sma-
njenje utjecaja nepozeljnog Suma. Ukoliko se pretpostavi da se signal x(t) sastoji od
korisnog signala f(t) i aditivnog Suma n(t) tada se moze napisati:

x(t) = f(t) +n(t) (6.1)

Sum n(t) predstavlja stohasticki signal koji se moze modelirati slu¢ajnim procesom.
Zadatak od interesa je opisati, odnosno procijeniti signal f(¢) na osnovu signala x(t) i
nekih apriori poznatih informacija o f(t) i n(t).

Procjene se mogu raditi koriStenjem linearnih sistema sa promjenljivim parametrima.

z(t) = f(t) +n(t) " y(t) = ys(t) + ya(t)
> (T I
x(t), f(t) y(t), yr(t)
A f(®) z(t) yr(t)
o~ / ,.AN/ y(t)

-V

Slika 6.1: Prolaz signala sa Sumom kroz LTT sistem

Naime, ukoliko je z(t) ulaz u sistem (slika 6.1) tada je y(t) izlaz iz sistema pa vrijedi:

y(t) = L{z(t)} = z(t) = h(t) = f(t) x h(t) +n(t) « h(t) = yr(t) +yn(t)  (6.2)
yr(t) Yn ()

gdje se y¢(t) moze smatrati korisnim dijelom izlaznog signala, a y,,(t) Sumom na izlazu iz
sistema.
Iz relacije (6.1) slijedi izraz za autokorelacionu funkciju:

Rax(tr,t2) = E[(f(t1) +n(t1))(f (t2) + n(t2))] (6.3)

Ukoliko se pretpostavi da su f(t) i n(t) medusobno nezavisni procesi, Sto je validna
pretpostavka u velikom broju primjena, te da je ocekivana vrijednost suma jednaka nuli,
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moze se izvesti:

Ruu(ti,ta) = E[(f(t1) +n(t1))(f(t2) + n(t2))]
B 0)]+ Elfhn(ta)] +
—_——
E[f(t1)]E[n(t2)]=0
-+ E[f(t)n(t1)] +E[n(t)n(ts)]
—_——
E[f(t2)]E[n(t1)]=0
= Rff(tl,tg)—l—Rnn(tl,tg) (6.4)

sto se za slucaj stacionarnih procesa svodi na:
Ryw(7) = Ryf(7) + Ron(T) (6.5)

odnosno, u spektralnom domenu:

Syy (@) = Sea(w)[H(w)|* = Sp 5 (W) H(@)]* + S (w) [ H (w)[? (6.6)

Zadatak je odrediti h(t), odnosno izvrsiti sintezu linearnog sistema, tako da procjena
y(t) u nekom smislu bude najbliza f(¢).
Od interesa su sljedec¢a dva slucaja:

o signal f(t) je deterministicki i poznat, a signal n(t) je slucajan, stacionaran i poznata
je njegova spektralna gustina (npr. prilagodeni filter, transferzalni filter),

o signali f(t) i n(t) su stohasticki i stacionarni, pri ¢emu su poznate njihove sopstvene
i medusobne spektralne gustine (npr. Wienerov filter).

Vazno je napomenuti da sistem koji se sintetizira bi trebao da bude fizicki ostvariv, od-
nosno h(t) treba biti kauzalan signal.

6.2 Odnos snage signala i Suma (SNR)

Nekada je od interesa ne nuzno izvrsiti ekstrakciju korisnog signala, veé¢ samo uvrditi
njegovo postojanje. Npr. pri prenosu digitalnog signala se moze javiti Sum (slika 6.2).

fi(t) x1(t)
A
1 =
t t
f2 (f) i) (t)
4 | “r\r\/_
t t

Slika 6.2: Prenos ,digitalnog” signala sa Sumom
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6. Sinteza linearnih optimalnih sistema sa stohastickim ulazima

Tada je od interesa samo utvrditi npr. postojanje logicke jedinice odnosno nule, a ne
nuzno i njegov egzaktan oblik. Procjena postojanja signala se vrsi u nekom trenutku, npr.
t = to. Procjena ¢e biti uspjesno izvrSena ako je snaga signala y(t) sto je moguée veéa u
odnosu na snagu signala y, (t). U tu svrhu se uvodi pojam odnosa snage signala i Suma
(eng. Signal to Noise Ratio - SNR). Odnos signala i Suma se definira kao odnos varijansi
korisnog signala i Suma, odnosno:

2
op Br _ BP0 6)
P E[n?(1)]

Obicno se tezi analizi stacionarnih sluc¢ajnih procesa sa oc¢ekivanim vrijednostima jed-

nakim nuli, pa se onda SNR racuna kao:

_ Ry (0)
SNR= Ri i 0 (6.8)

Vazno je primijetiti da obzirom da mnogi signali imaju jako Sirok dinamicki opseg,
SNR se izrazava i u logaritamskoj razmjeri (decibelima), i to:

Py ap = 10logy(Py) (6.9)
Ppag = 10log,(Fy) (6.10)
U skladu sa relacijama (6.9) i (6.10) izraz (6.7) postaje:

P
SNRdB =10 loglo <Pf> = IOIOglo(Pf) — 101Og10(Pn) = PfﬁB — Pn,dB (611)

n

Tlustracija SNR~a je data programskim kodovima 6.1-6.4.

s N

PROGRAMSKI KOD 6.1

N = 1000
step = 10/N
t = np.arange(0, 10, step)

# Stacionarni proces
f = 3%np.ones(up.shape(t))

# Shum
NL = 0.1
n = NL#np.random.normal(0,1, N)

# Signal sa shumom
x=f+n

# Prikaz z(t) i f(t)

ssp.slpromiD.grafik(t, x, t, f,
naslov = "Prikaz zaSumljenog $x(t)$ i korisnog signala $f(t)$",
legenda = ['$x(t)$', '$£(t)$'1)
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Prikaz zasumljenog x(t) i korisnog signala f(t)

3.3 1 — x(t)
— fit)

3.2

3.14

3.0 A

2.9

2.8 4

2.7

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

PROGRAMSKI KOD 6.2

Pf = np.sum(f**2)*step # Snaga signala
print("Snaga signala Pf: {:.2f}".format(Pf))

Pn = np.sum(n**2)*step # Snaga Suma
print("Snaga Suma Pn: {:.2f}".format(Pn))

SNR = Pf/Pn  # SNR
print("0Odnos signal - Sum: {:.2f}".format(SNR))

# Proracun u dB

Pf_dB = 10#np.logl0(Pf)
print("Snaga signala izraZzena u dB: {:.2f}".format(Pf_dB))

Pn_dB = 10*np.logl0(Pn)
print("Snaga Suma izrazena u dB: {:.2f}".format(Pn_dB))

SNR_dB = 10*np.logl0(SNR)
print("0Odnos signal - Sum izraZen u dB: {:.2f}".format(SNR_dB))

Snaga signala Pf: 90.00

Snaga Suma Pn: 0.10

Odnos signal - Sum: 873.08

Snaga signala izraZena u dB: 19.54
Snaga Suma izraZena u dB: -9.87

Odnos signal - Sum izraZen u dB: 29.41

PROGRAMSKI KOD 6.3

N = 1000
M = 500
step = 10/N

t = np.arange(0, 10, step)
slproc_x = np.empty((M, N))
f = np.empty((M, N))
n = np.empty((M, N))
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NL = 0.1 #"intenzitet"” Suma

for k in range(M):
flk, :] = 2*np.exp(-t/2)
n[k, :] = NL*np.random.normal(0,1, N)
x = f[k, :1+nl[k, :]
slproc_x[k, :] = x

ssp.slpromiD.grafik(t,slproc_x[10,:]1,t,£[10,:],
naslov = "Prikaz realizacija $x_{10}(t)$ i $f_{10}(t)$",
legenda = ['$x_{10}(t)$', '$£f_{10}(t)$'1)

Prikaz realizacija x1o(t) i fio(t)

2.0 — Xo(t)
— fo(t)

1.5 A

1.0 4

0.5 1

0.0 4

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

PROGRAMSKI KOD 6.4

# Odredivanje ocCekivane srednjekvadratne vrijednosti procesa
Pf = np.empty(N)
for i in range(N):

Pf[i] = np.mean((f[:,i])**2)

Pn = np.empty(N)
for i in range(N):
Pn[i] = np.mean((n[:,i])**2)

#Prikaz snage signala 1 Suma

ssp.slpromiD.grafik(t, Pf, t, Pn,
naslov = "Prikaz snaga signala $P_£f(t)$ i Suma $P_n(t)$",
legenda = ['$P_f(t)$', '$P_n(t)$'1)

SNR = Pf/Pn

#Prikaz SNR
ssp.slpromiD.grafik(t, SNR, naslov = "Odnos signal - Sum: SNR(t)")
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- \
Prikaz snaga signala PAt) i Suma P,(t) Odnos signal - Sum: SNR(t)
41 — PAt) 400 A
— Pn(t)

3 300

2 200

1 100

0 0

00 25 50 75 100 00 25 50 75 100
t t

L J

Primjer 6.1:

Neka je na ulazu u RC krug doveden proces z(t) = f(t) + n(t), gdje je n(t) bijeli
Gaussov Sum, a f(t) = acos(wot + 0) korisni deterministicki slucajni proces, pri
¢emu je 6 slucajna uniformno rasporedena varijabla iz intervala [0, 27) nezavisna
od Suma. Odrediti SNR na izlazu iz sistema, te odrediti vremensku konstantu RC
kruga tako da SNR bude maksimalan.

Rjesenje:
Neka je izlazni signal y(t) = y¢(t) + yn(t) . U stacionarnom stanju (za ¢ dovoljno
veliko), vrijedi:
yr(t) = a|H(wo)| - cos(wot + LH (wp) + 0)
pa je snaga:

a2 W 2
E[yJ%(t)] = Ryfyf (0) = M

S druge strane, autokorelaciona funkcija Ry, (7) = I§(7) izlaznog signala se za pret-
postavljeni Sum moze izracunati kao:

Ry,y, (1) = F_I{S nyn (W)}
= F S (w)|H W)’}

1
- Yy -
{ |jRCw+1|2}
2 7
_ g I _ _RC2(RO)
(ROWZ+1 W+ (1)
I

_ efﬁ\ﬂ

2RC

odnosno: 7
E[yi(t)] =Ry,y, (0) = 2RC
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Prema tome, SNR izlaza RC kruga je dat kao:

2 2
SNRJt ] = Bly()] _ =5 2RO H(wo) _a®p, 1
T ERM)] T ks 21 T T (WoRC)? + 1

Ako se zeli maksimizirati SNR na izlazu iz filtera tada se dobiva:

d(SNR) 1
are) TG =
odnosno:
a2
SNRmax= 577

Tlustracija ovog zadatka je data programskim kodovima 6.5-6.8.

PROGRAMSKI KOD 6.5

N = 1000
M = 2000
step = 10/N

t = np.arange(0, 10, step)

slproc_x = np.empty((M, N))

f = np.empty((M, N))

n = np.empty((M, N))

theta = np.random.uniform(0,2*np.pi,M)

a =2
omega0 = 2*np.pi
NL =1

for k in range(M):
flk,:] = a*np.cos(omegaO*t+thetalk])
n(k,:] = NL*np.random.normal(0,1, N)
x = flk,:]+n[k,:]
slproc_x[k,:] = x

ssp.slpromiD.grafik(t,slproc_x[15,:]1,t,f[15,:],
naslov = "Prikaz realizacija $x_{15}(t)$ i $£f_{15}(t)$",
legenda = ['$x_{15}(t)$', '$f_{163(£)$'1)
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Prikaz realizacija xy5(t) i fi5(t)

4

— xs(t)
— fis(t)

0.0 2.5

5.0 7.5 10.0

PROGRAMSKI KOD 6.6

Pf = np.empty(N)
for i in range(N):
Pf[i] = np.mean((f[:,i])**2)

Pn = np.empty(N)
for i in range(N):
Pn[i] = np.mean((n[:,i])**2)

#Crtanje snage signala % Suma
ssp.slpromiD.grafik(t, Pf, t, Pn,

2.0 { VWWWWWW — p((t)
— Pyt

1.8 1
1.6
1.4

1.2 1

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
t

Prikaz snage korisnog signala Pft) i Suma Pp(t)

naslov = "Prikaz snage korisnog signala $P_f(t)$ i Suma $P_n(t)$",
legenda = ['$P_f(t)$', '$P_n(t)$'])

SNR = Pf/Pn

#Prikaz SNR

ssp.slpromiD.grafik(t, SNR, naslov = "Odnos signal-Sum na ulazu")

Odnos signal-sum na ulazu

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

PROGRAMSKI KOD 6.7

# Propustanje signala kroz sistem
RC = 1/(0.2*omega0)
h = (1/RC)* np.exp(-t/RC)
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np.empty ((M, N))
= np.empty((M, N))
_ np.empty ((M, N))

<o
= ]

for k in range(M):
y = np.convolve(slproc_x[k,:], h)*step
Y[k, :1 = y[0:N]
yf = np.convolve(f[k,:], h)*step
Y_£f[k, :] = y£[0:N]
yn = np.convolve(n[k,:], h)*step
Y nlk, :]1 = yn[0:N]

Ntest = 88

#Crtanje izlaznog signala (slucajnog procesa)

ssp.slpromiD.grafik(t, Y[Ntest,:], t, Y_f[Ntest, :], t,Y_n[Ntest,:],
naslov = '$y_(t), y_£f(t), y_n(t)$',
legenda = ['$y(£)$', '$y_£(£)$', '$y_n(t)$'1)

yt), y(t), yn(t)

0.6

— ¥
— yAt)
— yn(t)

0.4

0.2 1

0.0

—0.2

—0.4

0.0 25 5.0 7.5 10.0

PROGRAMSKI KOD 6.8

#0dredivanje oclekivane srednjekvadratne vrijednosti procesa
Pyf = np.empty(N)
for i in range(N):

Pyf[i] = np.mean((Y_£f[:, i])*x2)

Pyn = np.empty(N)
for i in range(N):
Pyn[i]l = np.mean((Y_n[:, i])**2)

#Crtanje snage signala i Suma

ssp.slpromiD.grafik(t, Pyf, t, Pyn,
naslov = "Snage signala i Suma na izlazu $P_{yf}, P_{yn}$",
legenda = ['$P_{yf}(t)$', '$P_{yn}(t)$']1)

SNRout = Pyf/Pyn

#Prikaz SNR
ssp.slpromiD.grafik(t, SNRout, naslov = "Odnos signal-Sum na izlazu")
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r “
Snage signala i Suma na izlazu Py, Py, Odnos signal-Sum na izlazu
— Pyt 0 4
0.15 4 — Pyn(t)
30 4
0.10 4
20
0.05 4
10 A
0.00 4 o
00 25 50 7.5 100 00 25 50 7.5 100
t t
L J

Jako Cesto ulazni proces nije stacionaran, pa SNR ovisi o vremena (relacija (6.7)). U
skladu s tim, obi¢no je cilj maksimizirati SNR za signal u nekom vremenskom trenutku
t = to (trenutku u kojem se vrsi procjena signala):

y3(to)
Elyn?(®)]l,—,
Prema tome, zadatak optimizacije je izvrsiti maksimizaciju SNR-a u trenutku to.

Korisni dio izlaznog signala se moze odrediti konvolucijom korisnog dijela ulaznog signala
i impulsnog odziva:

SNR|[to] = (6.12)

yr(t) = f£(t) * h(t) (6.13)

Primjenom direktne Fourierove transformacije na relaciju (6.13) slijedi:
Yi(jw) = F(jw)H(jw) (6.14)

dok inverzna Fourierova transformacija omoguéava sljedeé¢i proracun:

1 [t

yrt) = o F(jw)H (jw)e’*" dw (6.15)
1 oo . . jwt
yr(to) = o F(jw)H (jw)e’*™ dw (6.16)
Takoder:
2 1 [*e
Ely,(t)] = by Synn (w)dw
1 [T )
= 5 N Spn (W) H*(w)dw (6.17)
Odavde slijedi:
2y [ 72 F ) H () d]
SNRrg| = — Wt0)  _ [om ) 6.18
[0] T Bl 2 - 1+ 5 ( : )
[yn ()]l =, o [T S (w) H2 (w)dw
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6.3 Prilagodeni filter

Kako bi se odredila maksimalna vrijednost izraza (6.18) koristi se poznata Schwartzova

nejednakost:
a 2
’/ Z(jw)W (jw)dw
—a

Znak jednakosti vrijedi ako je W (jw) = kZ(—jw). Tada relacija (6.18) postaje:

< [1zGofaw [ WGP 619

—a —a

[% fj;o F(jw)H(jw)ej‘”tOdw} ’
L (T8 (w)H?(w)dw

2 J—o0

SNRt,] =

2
1 ptoo  F(jw) H(]w) Snn(w)ejwt"dw}

|:27r ffoo /Snn(w)
2w /25 S H? (W)do

21 J—o0
dw 217T joo}H (Jw)/ Snn( ‘ dw

o= [ Sun (W) H? (w)duw

“+oo iw)|?
o [T f_ | H ()| S () e

L [t Snn(w)H2(w)dw

27 J—o0

1 +OO F(JW) e]wto

\/ nn (W)

IN

IN

(6.20)

pri ¢emu je usvojeno Z(jw) = \/L%ewto i W(jw) = H(jw)/Snn(w). Bitno je napo-
menuti da se moze pokazati da za stacionaran proces vrijedi Sy, (w) > 0,Vw € R. Znak

jednakosti (odnosno maksimalan SNR) u relaciji (6.20) se postize za W (jw) = kZ(—jw),
odnosno:

F(—j ,
H(jw)\/ Spn(w) = kﬂeﬂm" (6.21)
Sy (—w)
Sto se svodi na: Fljw)
; — —IW) —jwto
H(jw)=k Son(@) e (6.22)

Uvrstavanjem izraza (6.22) u (6.20) dobiva se:

Lo LEG g, (72 208, (w)du

_ 2nJ-c0 Spn(w)
maENR)) = 7% o (o0) H2 () e
_ L UIEGe)R
2 J_oo  Snn(w)
+o0 2
= 1 F(w) dw (6.23)

21 J_ oo Snn(w)

Ovaj maksimalni SNR se dobiva za H (jw) dato sa (6.22).
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Primjer 6.2:

Neka n(t) predstavlja stacionarni bijeli Sum sa spektralnom gustinom S, (w) = 1,

a korisni signal opisan sa f(t) = %p(tqu,/ 2). Odrediti impulsni odziv optimalnog

prilagodenog filtera.

Rjesenje:
Optimalni prilagodeni filter se formira kao:

H(jw) = k%e‘j“to = kF(—jw)e vt

—jw
n(tO)
odnosno:

h(t) = kf (=t +to)

Maksimalan SNR se racuna kao:

1 +oo F2(w)

SNBlae = 37 | Gy ™

1 oo 2

= 5 n F*(w)dw
+oo

_ / FA(t)dt
T7 1>2

_ — | dt
| (7

_ 1

T

Primjer 6.3:

Neka je dat signal na ulazu u prilagodeni filter:

, 0<t<T

1) = {0 inace

koji predstavlja tipican signal kod impulsno-kodnih modulacija. Odrediti optimalan
prilagodeni filter.

Rjesenje:
Optimalan prilagodeni filter koji proizvodi maksimalan SNR u trenutku ¢y ima oblik:

1, 0<tyr—t<T &ty-T<t<t

0, inace

h(t) = f(to — ) = {
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Jasno je da ako se zeli dobiti kauzalan filter, tada h(t) treba biti kauzalan signal,
a to je moguce samo ako je tg — T > 0, odnosno ty > T. Odavde slijedi da mora
vrijediti f(7) =0za 7 =1ty —t < 0=t > tg, odnosno, filter je kauzalan samo ako je
f(t) ogranic¢enog trajanja. Ako n(t) nije bijeli Sum, po pravilu se, koristenjem ranije
navedenih realizacija dobivaju signali neogranicenog trajanja (jer se uvode polovi u
prenosnu funkeiju 1/5,,,(w)) pa su tada ovakve realizacije nekauzalne.

Tipi¢no, za tg se odabire trajanje signala (u ovom slucaju to = T'). Tada vrijedi da je
h(t) = f(to —t) = f(T —t), odnosno:

+oo
ye(t) = / fr)h(t —7)dr

— 00

+oo
= [ iomie-n+Tar

— 00

+oo
k:/ fO)f(r+ (T —t)dr

— 00

= KSRy (T 1)

pa je jasno da se maksimum y¢(¢) u tom slucaju postize za maksimum autokorelacione
funkcije, odnosno za t = T. Takoder, prilagodeni filter se zbog toga jos naziva i
autokorelacioni filter.

Implementacija prilagodenog filtera - tzv. Integrate and dump
Prilagodeni filter se moze implementirati koristenjem blok sheme prikazane na slici
6.3.

n(t)

Integracija
u trajanju T’

(1) )

Slika 6.3: ,Integrate and dump” implementacija prilagodenog filtera
Moze se pokazati da za prilagodeni filter h(t) = f(tg — t) vrijedi:
y(t) = h(t)*z(?)
+oo
/ h(t — u)x(u)du

— 00

+oo
= [ ftta— ¢~ w)s(w)de

— 00
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+o00
:‘/ Al g — B{e)d

—00

Ukoliko je f(t) signal kona¢nog trajanja (npr. od 0 do T), tada signal f(u + to — ?)
egzistiraza 0 <u+tg—t<T =t—tg <u<T+ (t—ty) Cime se integral svodi na:

t—to+T
szl; Flu+ to — t)a(u)du

Za slucaj pravougaonog impulsa f(t), integral u prethodnoj relaciji se za tg = T
pojednostavljuje na:

y(t) = /;T z(u)du

Tlustracija ovog zadatka je data programskim kodovima 6.9-6.11.

PROGRAMSKI KOD 6.9

N=1000
step = 10/N

t = np.arange(0, 10, step)
kodovi = np.array([1, -1, 1, -1, -1, 1, 1, 1, -1, 11)

f = np.ones(np.shape(t))

for k in range(10):
f[int (k*N/10) :int ((k+1)*N/10)] = kodovi [k]

n = np.random.normal(0,2,N)

x=1f+n
#Crtanje signala
ssp.slpromiD.grafik(t, x, t, f,
naslov = "Prikaz signala x(t) i korisnog dijela signala f(t)",

legenda = ['$x(t)$', '$£(t)$'1)

Prikaz signala x(t) i korisnog dijela signala f(t)
10.0

— x(t)
757 — fit)

5.0
2.5 A
0.0
_2.5

—5.0

_7'5_| T T T T
00 25 50 75 100
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PROGRAMSKI KOD 6.10

#Formiranje prilagodenog filtera konvoluctijom:
h = np.ones( np.shape (np.arange(0,1,step)))
y = step*np.convolve(x,h) [0:N]

#sempliranje:
tsempl = t[np.arange(int(N/10),N,int(N/10))]
ysempl = y[np.arange(int(N/10),N,int(N/10))]

ssp.slpromiD.grafik(t, £, t, y, tsempl, ysempl,
stil3 ='go"',
naslov = 'f(t), y(t)',
legenda = ['$£(t)$', '$y(t)$', 'uzorci'],
lokacija_lgd = 'lower left')

#Usporedba:
print("Originalni diskretni signal: " ,kodovi[0:9]>0)
print ("Detektovani diskretni signal: ", ysempl>0)

1.5

1.0
0.5
0.0 1
—059 — f(t)
——'YQ)
-1.04 uzorci
. . . 10 0
t
Originalni diskretni signal: [ True False True False False True True True Falsel

Detektovani diskretni signal: [ True False True False False True True True False]

PROGRAMSKI KOD 6.11

#Formiranje prilagodenog filtera - Integrate and dump:
y = np.zeros(np.shape(t))
y_novo = np.zeros (np.shape(t))

T = int(N/10)

for i in np.arange(T, N, 1):
y[i]l = step*np.sum(x[i-T:i+1])

#sempliranje:
tsempl = t[np.arange(int(N/10), N, int(N/10))]
ysempl = y[np.arange(int(N/10), N, int(N/10))]

#Crtanje signala
ssp.slpromiD.grafik(t, £, t, y, tsempl, ysempl,
stil3 = 'go',
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(" D
naslov = 'f(t), y(t)',
legenda = ['$£(t)$', '$y(t)$', 'uzorci'],
lokacija_lgd = 'lower left')
#Usporedba:
print("Originalni diskretni signal: ",kodovi[0:9]>0)
print ("Detektovani diskretni signal: ", ysempl>0)
154
1.0
0.5 A
0.0
—059 — f(t)
— ¥
—1.01 uzorci
. . . 100
t
Originalni diskretni signal: [ True False True False False True True True False]
Detektovani diskretni signal: [ True False True False False True True True False]

6.4 Transferzalni filter

Kako bi se prevaziSao problem (ne)kauzalnosti, obi¢no se pretpostavlja oblik impulsnog
odziva h(t) u funkciji od parametara a, npr. h(t,a) a potom se radi odredivanje optimal-
nih parametara, ali tako da filter i dalje bude kauzalan.

x(t) o z(t—T) o z(t—(N-1)T o z(t— NT)
Kasnjenje T' Kasnjenje T" [--------- Kasnjenje T >

y(t)

Slika 6.4: Struktura transferzalnog filtera
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Neka se pretpostavi diferencijalna jednacina koja opisuje prilagodeni filter u formi:
y(t) = apz(t) + a1z(t = T) + asx(t — 2T) + ... + anx(t — NT) (6.24)

Relacija (6.24) zapravo predstavlja svojevrsni ekvivalent FIR filtera u analognoj formi.
Tada vrijedi:

N
Y(jw) = X(jw)H (jw) = Z arpX (jw)e IrT (6.25)
k=0
odnosno:
N
w) =Y ape I (6.26)
k=0
Takoder:
N
yn(t) = agn(t — kT) (6.27)

Tada se moze izracunati:

N N
Elya(to)] = E Y axn(to—kT) Y arn(to—rT)
k=0 r=0
N N
= Z Z agayn(to — kT)n(to — rT)
k=0r=0

N N
— Z ara, E [n(ty — kT)n(ty — rT))
r=0

N N
= ZZ ka7 nn —kT,to—T‘T)

k=07=0
N N
= ZZ aky Ry (rT — kT) (6.28)
k=0r=0
Takoder vrijedi:
N
= apf(to — kT) (6.29)
k=0

Odavde se izracunava:

N 2
|:Zk:0 ar.f(to — kT)
fo\;o Z7]"V=O akaT‘Rnn(TT — kT)

U sustini, maksimizacija SNR u trenutku ¢y se moze posmatrati i kao minimizacija
nazivnika izraza (6.30) uz uslov da je brojnik izraza fiksiran: y(to) = yo = Zg:o a f(to—
kT). Ova minimizacija se moZe obaviti i koristenjem Lagrangeovih multiplikatora:

J(ag, A Zzakar n(PT — KT) + A (yo — Zakf (to — kT)) (6.31)

k=0r=0 k=0

SNRIto] = (6.30)

167



Slucajni signali i procesi

Trazenjem odgovaraju¢ih parcijalnih izvoda se dobiva:

0. al
Bar = 2> a4, Rn(rT = KT) = Af(to — kT) =0, (k=0,1,...N) (6.32)

r=0

sto predstavlja N + 1 jednacinu, te jos:

N
yr(to) =yo =Y _ arf(to — kT) (6.33)
k=0

za N + 2 nepoznate (ag, a1, ..., an, A).

Interesantno je primijetiti da se SNR neée mijenjati ukoliko se H(jw) pomnoZi s bilo
kojom konstantom. To znaci da se u principu za A moze odabrati bilo koji broj i to neée
utjecati na SNR. Radi pojednostavljivanja relacije (6.32) odabire se A = 2, pa slijedi:

N
> arRun(rT — kT) = f(to — kT) (k=0,1,...N) (6.34)
r=0

Optimalni koeficijenti se pojavljuju kao rjeSenje sistema linearnih jednacina:

ao f(to)
a f(to - T)
R as = f(t() - 2T) (635)
aN f(to - NT)
odnosno:
ag f(tO)
a f(to - T)
as = R'| f(to—2T) (6.36)
aN f(to - NT)
gdje je matrica R data sa:
R.n(0) Ron(T) R, (2T) e R, (NT)
R, (—T) R, (0) . .
R=| R,,(—2T) e R, (0) e (6.37)
Run(—NT) R,n(—(N—-1)T) Ron(=T)  Run(0)

Matrica R je dijagonalno simetri¢na, tzv. Toeplitzova matrica.

Analizom prethodnog izlaganja se moze vidjeti da transferzalni filter zapravo pred-
stavlja svojevrsni diskretizovani ekvivalent prilagodenog filtera, ali realiziran na osnovu
diskretizovane autokorelacione funkcije Suma i ocekivanog oblika korisnog signala.
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6.5 Wienerov filter

6.5.1 Uvodna razmatranja

Ukoliko se pretpostavi da se signal x(t) sastoji od korisnog signala f(¢) i aditivnog Suma
n(t) tada se moze napisati:
z(t) = f(t) + n(t) (6.38)

U sluéaju da signal f(t) nije deterministicki, veé¢ da su oba signala f(t) i n(t) stohasticka i
stacionarna, pri ¢emu su poznate njihove sopstvene i medusobne spektralne gustine tada
se za probleme detekcije i estimacije moze koristiti Wienerov filter.

U procesima eliminacije nepozeljnog Suma iz korisnih signala, susre¢u se tri osnovna
problema:

o filtriranje - kod kojeg se poznaje z(t) za t < to i Zeli pronadi ,utisnuti” f(t) za
t < 1o,

o izgladivanje - kod kojeg se poznaje x(t) za t < to i Zeli pronadi odredena vrijednost
f(tl) za t] < to,
« predikcija - kod kojeg se poznaje x(t) za t < to 1 zeli procijeniti/predvidjeti neka
vrijednost f(t2) za to > to.
Veéina ovih problema se svodi na sintezu sistema sa impulsnim odzivom h(t) takvih da se
minimizira srednjekvadratna greska izmedu odziva y(t) = x(t) * h(t) i Zeljenog korisnog
signala f(t), odnosno da se sintetizira ,sistem koji uklanja Sum”. To znaéi da se vrsi
minimizacija kriterija:
J=E[(1)] = E[(f() - y())] (6.39)
U skladu s tim, postoje tri pristupa:
1. Impulsni odziv h(t) se daje u odredenoj parametarskoj formi h(t, a), pa se odreduje

parametar/parametri ¢ € R kako bi kriterij J bio minimalan. Ovako dobiven sistem
se naziva parametarski optimalan sistem,

2. Oblik h(t) nije zadan niti se na njega postavljaju neka ogranifenja - u tom smislu
se kaze da se radi o optimalnom sistemu tipa I,

3. Oblik A(t) nije zadan, ali se zahtijeva da bude kauzalan - tada se govori o optimal-
nom sistemu tipa II.

6.5.2 Parametarski optimalan sistem

Neka su f(t) i n(t) medu sobom statisticki nezavisni, stacionarni i neka su im oc¢ekivane
vrijednosti jednake nuli. Tada vrijedi:

et) = f() -yt
= () = (f() + n(t)) * h(t, a)
f(t) * [6(t) — h(t,a)] —n(t) * h(t, a)
es(t) en(t)
er(t) +en(t) (6.40)

169



Slucajni signali i procesi

Ako se uzme:
hy(t,a) = 0(t) — h(t,a) (6.41)

hn(t,a) = —h(t,a) (6.42)
tada se relacija (6.40) mozZe napisati kao:
e(t) = f(t) x hy(t,a) +n(t) * h,(t,a) (6.43)

Posto su f(t) i n(t) statisticki nezavisni procesi, tada su i ef(t) i e, (t) takoder nezavisni
procesi, pa vrijedi:

See(w) = SEfEf (OJ) + Senen (OJ)
= SprW)Hp(w, ) + S (W) Hy(w, a)[? (6.44)

Na osnovu Fourierovih transformacija relacija (6.41) i (6.42) se dobiva:
See(w) = Spp(w)1 = H(w,a)|* + Spn(w)| = H(w, a)|? (6.45)
Posto je proces stacionaran, tada je:

Ele*(t)] = Rec(0)= F_l{Se@(w)}’t:O

+o0 +oo
! Sep(w)l — H(w, a)|2dw + 1 / Spn(w)|H (w, a)|2dc()6.46)

o oo 2 J_ o

Parametar a se dobiva minimizacijom izraza (6.46), odnosno iz:

dJ  dE[e(t)]
P el A NP2 | 6.47
da da ( )
Primjer 6.4:
Dati su slucajni signali f(t) i n(t) sa spektralnim gustinama S,,(w) = 1 i

Spr(w) = %7 pri ¢emu je b € R. Signali prolaze kroz idealni niskopropusni
filter sa granicnom frekvencijom w, > 0. Odrediti optimalnu vrijednost w,. tako da
srednjekvadratna greska izmedu f(¢) i y(¢) bude minimalna.

Rjesenje:
Posto se radi o idealnom niskopropusnom filteru, funkcija sistema je data sa:

H(w,wc)p< - >

2w,

Srednjekvadratna greska je:

1 [~ (e
J(WC) = %/ Sff<w)|1 - H(Wawc)|2 dw +%/ Snn|H(w7wC)|2 dw

=1 =1
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< 2p? w \|?
L = —— |1 — d
! /_Oo w? + b? p<2wc> n
20°
= / PR dw
‘W‘Z"Jc
o] 4b2
= /w C ] dw
Primjenom Leibnitzovog pravila (d% f;(gﬂ) f@)dt = —f(a(z)) - d‘;f)) se dobija:
dhy 4b?
dw, w2 + b2
Analogno:
[ w 2 we
IQZ/ 1~‘p< ) dw:/ dw = 2w,
Y 2w, .
odnosno:
dly
=§)
dw,
Konac¢no, optimalna vrijednost se dobiva za:
dj 1 (dl;  dly\ 0
dwe 27 \dw, dw./)
odakle slijedi:
1 4b?
_ [ 2 —
27 < w2 4 b2 i > 0
4b*
9
w2 + b2
wZ +v? 202
w2 = v
Weo pr b
6.5.3 Optimalni sistem tipa I (nekauzalni)

Optimalni sistemi tipa I su u principu nekauzalni

400
y(t) = / h(r)ee(

[e )

. Izlaz takvog sistema je dat sa:

t—7)dr
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Potrebno je odrediti h(t) takvo da srednjekvadratna vrijednost E[e?(t)] bude minimalna:

( F(t) - /_ :o ()t — T)dT> 21 (6.49)

Prilikom aproksimacije jedne funkcije sa linearnom kombinacijom drugih, iz teorije
deterministickih signala je poznato da ¢e greska biti minimalna ako je signal greske e(t)
ortogonalan u odnosu na funkcije kojima se aproksimira. To znaci da se relacija (6.49)
moze interpretirati na na¢in da se signal f(t) aproksimira sa linearnom kombinacijom
funkcija x(t — 7) i koeficijentima h(7). U skladu s tim, prosirenjem koncepta ortogonal-
nosti, moze se pokazati da se minimum dobiva kada je greska e(t) ortogonalna na funkcije
x(t — 7), odnosno:

J=E[Et)]=F

Ele(t)x(t — 7)] = Rex(1) = 0, —00 < T < 400 (6.50)
Ovo daje:
E [[f(t) - /:o h(wa(t — w)dulz(t—7)| = 0 (6.51)
odnosno: -
Bllf®)a(t - 7)) - /_Oo h(u) Ble(t — w)a(t — 7))du = 0 (6.52)
Ryu(r) — [ :O h() R (7 — w)du = 0 (6.53)

Primjenom Fourierove transformacije se dobivanje minimuma kriterija ekvivalentira sa
uslovom (6.53) :

Stz(jw) — Sgz(w)H (jw) =0 (6.54)
odnosno: _
H(jw) = ?:x(gj)) (6.55)

Vrijednost kriterija J uz (6.55) se izracunava na sljedeéi nadin:

J=E[(t)] = Ele(®)[f(t)—y@)]
= Ele(t)f(t)] — Ele(t)y(t)]

(
= E[f*(t)] - Ely(t)(e(t) + y(1))]
= E[f*()] - Ely()e(t)] —Ely* (1))
=0

= E[f2(t)] — E2(t)]
FHS @) o = FH{Sw (@),

1 +oo
T N [Sfr(w) = Syy(w)]dw
1 [
oo ) [875(w0) = Saa (W) H (o) [*]deo (6.56)
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odakle je:
I Sa(jw)|”
A 5 N [Sff(w) — Swz(w) ’Sm«(w) ]dw
| e 1S 52 (jw)|?
= 5/ [Sfr(w) — TSa(@) Jdw (6.57)

Ako se iskoristi pretpostavka da su f(t) i n(t) statisticki nezavisni, sa srednjim vrijednos-
tima jednakim nuli, tada vrijedi:

Sua(w) = Spp(w) + Spn(jw) + Snp(j00) + Spn(w) (6.58)
Sa(jw) = Sp5(w) + Sgn(jw) (6.59)
U skladu s tim, izraz (6.57) se svodi na:
_ 1 |S sz (je)|
T = 5] [Sff“”) N
LTS (@) S (@) — IS pa(iw)|®
= 5/ [ e dw (6.60)

pa se uz koriStenje relacija (6.58) i (6.59), izraz (6.60) se znacajno uprostava:

. 1 (120 Spp(w)Srp(w) + Spp(w)Snn(w) — S (w)
Jmln % [oo wa(w) dw
_ 1 [T Sy p(w)Spn(w) dw (6.61)

2 oo Sgp(w) + Snn(w)

Primjer 6.5:

Dati su slucajni signali f(t) i n(t) sa spektralnim gustinama S,,(w) = N,
Sir(w) = aﬂ-sz (a,k € R), Sgp(w) = 0. Odrediti prenosnu funkciju i impulsni

odziv optimalnog Wienerovog filtera tipa I, kao i gresku aproksimacije (minimalnu
vrijednost kriterija J).

Rjesenje:

Sfa(jw)
Sz (w)

Srr(dw)
Sr(w) + Snn(w)
k/(a® + w?)
k/(a® +w?)+ N
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kK 2b
2Nb b2 4 w?
gdje je:
b’ =a? +k/N
odakle je:
ko
ht) = 3np°

Vrijednost kriterija je:

o0 .
h = L[ Si)Sm)
21 J_oo Sfp(w) + Spn(w)

k
1 [+t° =N
_ de

Mo FE+N

1 /+°° k
= — dw
27 J_o k/N + (a® 4+ w?)

_ Ltk
21 J_ o D%+ w?

ok

T2

6.5.4 Optimalan sistem tipa II (kauzalni)

Prilikom izvodenja ovog optimalnog sistema polazi se od sli¢nih relacija kao i za optimalni
sistem tipa I, medutim ovdje se usvaja pretpostavka da je impulsni odziv h(t) kauzalan
signal. Tada slijedi da je izlaz iz sistema dat sa:

+oo
y(t) = /0 h(r)a(t — 7)dr (6.62)

U Sustini, moguce je koristiti isti uvjet kao u (6.50), samo $to sada 7 mora biti nenegativno
jer h(7) egzistira samo za 7 > 0. Relacija (6.53) sada postaje:

+oo
Ry (1) — /0 h(u)Rye (7 — uw)du = 0, T>0 (6.63)

Relacija (6.63) je u literaturi poznata kao Wiener-Hopfova jednacina. Ova jednadina
se rjeSava na nacin da se prethodno definira tzv. antikauzalna funkcija z(t). Termin
antikauzalan se koristi za signale/funkcije koje su razli¢ite od nule za negativnu vrijednost
promjenljive, a jednake nuli za nenegativne vrijednosti svoje promjenljive. Na taj nacin
se moze pisati da je:

+oo
2(T) = Ryq (1) — -/0 h(u) Rye (T — w)du (6.64)
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6. Sinteza linearnih optimalnih sistema sa stohastickim ulazima

Odavde slijedi:
Z(jw) = Sta(jw) = Spa(w)H (jw) (6.65)

Interesantno je uociti da kauzalna funkcija f(t) moZe imati oblik npr. f(t) = e~ “u(t),
odnosno Fourierovu transformaciju F'(jw) = jlera. To znaci da je pol dat sap = —§ = ja.
S druge strane, antikauzalna funkcija g(t) moze imati oblik npr. g(t) = e**u(—t), odnosno
Fourierovu transformaciju G(jw) = ﬁ, odnosno pol p = 2 = —ja. Ova analiza se
relativno jednostavno moze i poopditi, na nacin da se pokaze da kauzalne funkcije imaju
polove u gornjoj poluravni kompleksne ravni, a nekauzalne funkcije imaju polove u donjoj
poluravni kompleksne ravni.

U skladu sa prethodnim razmatranjem, posto je h(t) kauzalna funkcija, a z(¢) anti-
kauzalna, tada H(jw) treba da ima sve polove u gornjoj poluravni w, a Z(jw) polove u

donjoj poluravni w. Do rjesenja se dolazi u tri koraka:

o Korak 1 - S, (w) se predstavlja kao proizvod dvije funkcije:
Sza(w) = AT (jw) A~ (jw) (6.66)
pri ¢emu A*(jw) i 1/AT(jw) imaju sve polove u gornjoj poluravni, a A~ (jw) i
1/A~ (jw) imaju sve polove u donjoj poluravni w.
o Korak 2 - Formira se Sy, (jw)/A™ (jw) 1 predstavlja se kao suma dvije funkcije:

Sta(w)

A= (o) = BY(jw) + B~ (jw) (6.67)

Qjw) =

pri ¢emu B (jw) ima sve polove u gornjoj poluravni, a B~ (jw) ima sve polove u
donjoj poluravni kompleksne ravni.

o Korak 3 - Formira se H(jw) kao:

- BT(jw)
H(jw) = A (o) (6.68)
pa slijedi:
Z(jw) = Sfa(jw) = Sea(w)H(jw)

e i TN - 2 €170
= A" (jw)[BT(jw) + B” (jw)] — AT (jw)A (Jw)A+(jw)
= A7 (jw)BT(jw) + A7 (jw) B~ (jw) — A7 (jw) BT (jw)
= A (jw)B™ (jw) (6.69)

pa je jasno da je trazeni h(t) = F~1[H(jw)] kauzalan, a z(t) = F~[Z(jw)] antika-
uzalan signal.

Analogno kao u izvodenju za optimalni sistem tipa I, minimalna vrijednost kriterija se
dobiva iz:

J = E[(f(t) —y®)f@)] (6.70)

odnosno:

i = BP0 B[ ([ hrsste—mar) 100
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+oo
= Rff(())—/ hT)Ryz(T)dT (6.71)
0
Primjer 6.6:
Dati su slucajni signali f(t) i n(t) sa spektralnim gustinama S,,(w) = N,
Sirlw) = ahriwg (a,k € R), Spp(w) = 0. Odrediti prenosnu funkciju i impulsni

odziv optimalnog Wienerovog filtera tipa II , kao i gresku aproksimacije (mini-
malnu vrijednost kriterija J).

Rjesenje:

Sex(w) = Spr(w) + Snn(w)
k
= Fra
Na? + k + Nuw?
a? + w?
a2+§+w2

TR e
(w—ja)(w + ja)

e
= Yo 0w

= N

N—

= N

gdje je:
v =a® + k/N

Odavde se zakljucuje:

w—jgb b+ jw

(i) —
A (jw)_waja_NaJrjw
. w+jb b—jw
A (ju) = 22 = 22
w+ja a— Jw
) , k
Sta(jw) = Spp(w) + Spnjw) = Spp(w) = 55

wa(jw) k
A~ (jw) (W +4b) (W= ja)

ok ( 11 )
- jla+b) \w—ja w+jb
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6. Sinteza linearnih optimalnih sistema sa stohastickim ulazima

Iz ovoga slijedi da je:

H(jw) = =

Konacno se odreduje:

Dalje vrijedi:

1 [ 1 [~ ok k
Rff(O):*/ Sprw) dw = o— [ ———— dw=

21 J_ o 21 J_ o a? + w? 2a

Rpalr) = FHSpa(w)} = goeoH

Obzirom da je:

oo k2 [eS) X
h(T)R ¢4 dr = ———— “TeTT d
/0 (T)Ryo(T) dr 5ol (aer)/o e e T
k2 oo (atb)
— —(a T d
2aN (a+b)/0 ¢ g
B k2 1
~ 2aN(a+b) a+b
k‘2
~ 2aN (a+b)°

vrijednost kriterija se izracunava kao:

= yl
+
S
=
[\v]
| E—

O T

6.5.5 Optimalni filtri za idealne odzive

Odredivanje optimalnog impulsnog odziva h(t) se moze formulirati i na nesto drugaciji
na¢in. Naime, umjesto da se minimizira greska izmedu f(¢) i y(¢) moguée je problem
minimizacije razmatrati kao problem minimizacije greske izmedu idealnog y;4(t) odziva
na f(t) i realnog odziva y(t) i teziti da se ta greska minimizira. Ovo predstavlja svojevrsno
poopstavanje koncepta Wienerovog filtera, jer se za y;4(t) = f(t) ovaj koncept svodi na
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prethodno razmatrane slucajeve.
Moguce je napisati:
Yia(t) = f(t) * hia(t) (6.72)
a greska je u tom slucaju data sa:
e(t) =wyia(t) —y(t) = [f(t)*hia(t) — 2(t) = h(t)
= J(t) * hia(t) — f(£) % h(t) — n(t) = h(t) (6.73)

Primjenom principa ortogonalnosti se dobiva:

Ele(at—7)] = 0 (6.74)

odnosno: .
B {[yid(t) - /_ h(u)a(t — w)dulz(t — )| = 0 (6.75)
Ry,2(T) — - Ryo (T — w)h(u)du =0 (6.76)

Primjenom Fourierove transformacije se dobiva:

Syidﬂf(jw) = Sxx(w)H(]w) (6.77)
odnosno: g _
H(jw) = é’mi’c(gi“;) (6.78)

Vazno je primijetiti da vrijedi:

Ryga(7) = Elgia(t + 7)x(t)] = Elyia(t + 7) f(0)] + Elyia(t + 7)n(t)] = Ry, 7(1) (6.79)
—_—

=0
pa iz prethodne relacije slijedi:
Syidx(jw) = Syidf(-jw)
= Sfyid(_jw)
= Spp(-w)Hia(jw)
= Spp(w)Hia(jw) (6.80)
Kombinovanjem relacija (6.78) i (6.80) se dobiva:
-y = Ser(w)Hia(jw) Sps(w)
H(jw) = - = . H;g(w 6.81
() Sea () S (@) + @) L) (6.81)

"daje oblik signalu"
"Cisti od Suma"

U sluc¢aju dizajniranja kauzalnog optimalnog filtera, tada se moze postupiti analogno
kao i u slucaju izvodenja Wienerovog filtera tipa II, pri éemu relacija (6.63) postaje:

“+oo
(7) = Ry,yu(7) — A h(w) R (7 — ) du (6.82)
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6. Sinteza linearnih optimalnih sistema sa stohastickim ulazima

Primjer 6.7:

Dati su slucajni signali f(t) i n(t) sa spektralnim gustinama S,,(w) = N,
Sirlw) = W_sz, (a,k € R), Sgp(w) = 0. Odrediti prenosnu funkciju i impulsni
odziv kauzalnog optimalnog filtera ako se trazi y;q(t) = f(t +T) (ovakav filter se
u literaturi naziva i optimalni prediktor).

Rjesenje:
Moze se pokazati:

Sea(w) = Sff(w) + Spn(w) = VN = A+(jW)A_ (jw)

a4+ jw a— jw
Nadalje: }
Olies) = SwatGw) _ Sprl)Hialjw) _ iz
A= (ju) A= (ju) VNEE

Potrebno je odrediti kauzalni i antikauzalni dio odziva:

D) = k ST
A = o=
— k eij + k eij
VN(a+b)(a+ jw) VN(a+b)(b— jw)
odnosno:
= Le*(tJrT)au I (2 DL
q(t) \/N(a—l—b) (t+T) + \/]V((H-b) ( t+T)
q(t)
A

k___o(t+T)by(—t 4 T)

—(tHT)a
VN(atb) {10

k —(t+T)a
VN (atb) © we)

e

Jasno je da se kauzalni dio odziva dobiva kao:

br(t) = q(t)u(t)
= __k e~ tHTay ()

V/N(a +b)
ke—oT

VN(a+b)(a+ jw)

B* (jw) =
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Pa je prema tome:

. Bt (jw ke—T
H(jw) = +(. ) _ .
A*(jw)  N(a+b)(b+ jw)
odnosno: .
ke=¢
h(t) = ~bhu(t
®) N(a+ b)e u(®)
Primjer 6.8:
Dati su slucajni signali f(t) i n(t) sa spektralnim gustinama S,,(w) = N,
Sirlw) = ﬁ (a,k € R), Sgp(w) = 0. Odrediti prenosnu funkciju i impulsni

odziv optimalnog filtera ako se trazi y;q(t) = f(t — T).

Rjesenje: _
Obzirom da je Hig(jw) = e%T to slijedi:

) _ Spr(w) vy
H(jw) = Sff(OJ)"‘Snn(W)Hld(jW)
k e—ij
a’4w?

%_FN

a?+w
ke—ij

N (a2 + £ + w?)

pa se lako dolazi do izraza:

h(t) _ k 67|t7T\\/ﬂ
2N,/a? + £

Vazno je napomenuti da ovaj sistem nije kauzalan, ali za dovoljno veliko T' nekauzalni
dio signala h(t) postaje dovoljno mali da se moze zanemariti.
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6. Sinteza linearnih optimalnih sistema sa stohastickim ulazima

Zadaci za samostalan rad

1.

Signal z(t) prolazi kroz pojasnopropusni filter, ¢ija je spektralna karakteristika jednaka:

S(w) = K, w1 < |w| < wa
10, |w <wiV|w > ws

Odrediti srednjekvadratnu vrijednost izlaznog signala y2(t), ako je ulazni signal bijeli Sum
intenziteta Kj.

. Zadan je slucajni proces X (t) = Asin(wt + 0), gdje su A i w pozitivne realne konstante,

dok je 6 slucajna varijabla sa uniformnom raspodjelom na intervalu [—m, 7]. Proces X (¢)
je doveden na ulaz kauzalnog linearnog vremenski invarijantnog sistema sa impulsnim
odzivom h(t) = be~b*u(t). Odrediti izlazni proces Y (t).

. Na ulaz linearnog vremenski invarijantnog sistema sa impulsnim odzivom h(t) = e~ u(t)

doveden je slucajni proces X (t) = sin(¢t + 6), gdje je 6 slucajna varijabla sa uniformnom
raspodjelom na [—m, 7r]. Odrediti izlazni proces Y (¢) i njegovu autokorelacionu funkciju.

. Autokorelaciona funkcija slu¢ajnog procesa X (t) je data sa Rxx (1) = A? +Be Il gdje su

A i B realne pozitivne konstante. Odrediti o¢ekivanu vrijednost procesa Y (t) koji nastaje
propustanjem procesa X (t) kroz linearni sistem sa impulsnim odzivom h(t) = e~ u(t),
gdje je b realna pozitivna konstanta.

. Sluéajni proces X () ima autokorelacijsku funkeciju Rxx (1) = ae "l gdje su a i b po-

zitivne realne konstante. Dovede li se taj proces na ulaz linearnog sistema sa impulsnim
odzivom h(t) = ae”**u(t), gdje je o realna pozitivna konstanta, odrediti autokorelacijsku
funkciju izlaznog procesa Y (¢).

. Odrediti prenosnu funkciju snage kola sa slike 6.5. Ako ulaz dovede bijeli Sum srednje

snage o2, odrediti srednju snagu izlaznog procesa.

R

e I s S

o, O

Slika 6.5: RC krug (za Zadatak 6)

. Sluéajni proces X (t) i nekorelirani bijeli Sum N (¢) imaju autokorelacione funkcije Rx x (7) =

%e‘wem i Ryn (1) = 226(7), gdje su o, wo i No pozitivne realne konstante. Potrebno
je odrediti prenosnu funkciju i impulsni odziv Wienerovog filtera.

8. Odrediti ocekivanu kvadratnu gresku za primjer iz prethodnog zadatka.

9. Neka je X(t) slucajni telegrafski signal kojem je dodan aditivni bijeli Sum N (¢). Odre-

10.

diti Wienerov filter za dati signal ako su spektralne gustine date sa Sxx(w) = azi_iawg i
Snn(w) = Np. Odrediti i odgovarajuéi kauzalni Wienerov filter i usporediti rjeSenja!

Potrebno je uz najmanju kvadratnu gresku estimirati slucajni proces X (t) iz aditivne
kombinacije X (¢) + N(t), gdje je N(t) nekorelirani Sum poznate autokorelacione funkcije
Ryn(T) = e~3I7l. Takoder, poznata je autokorelaciona funkcija slu¢ajnog procesa X(t):

Rxx(7) = e 27l
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e QOdrediti prenosnu funkciju trazenog filtera.
e IzraCunati i skicirati impulsni odziv trazenog filtera. Moze li filter biti kauzalan?
Objasniti.

e Odrediti oc¢ekivanu kvadratnu gresku estimacije.

182



7. Kalmanov filter

7.1 Linearni Kalmanov filter

Kalmanov filter je alat koji omogucéava estimaciju varijabli iz razli¢itih tipova procesa.
Matematickim jezikom receno, Kalmanov filter estimira stanja linearnog sistema. Ne samo
da Kalmanov filter dobro radi u praksi, ve¢ je i teoretski zanimljiv, jer se moze pokazati da
od svih mogudih filtera Kalmanov filter minimizira varijansu greske estimacije. Kalmanov
filter se koristi ¢esto u sistemima upravljanja, jer se obi¢no zahtjeva precizna estimacija
procesnih varijabli kako bi se kvalitetno upravljalo procesom.

Za razliku od ,standardnih” filtera, koji npr. filtriraju odnosno eliminiraju visoko-
frekventni Sum, zadatak Kalmanovog filtera je da smanji (reducira) nesigurnost mjerenja.
Kako bi se Kalmanovim filterom eliminirala nesigurnost mjerenja, koja se moze modeli-
rati Sumom, proces koji se analizira mora biti moguée opisati, ili barem aproksimirati,
linearnim sistemom:

rpy = Axgp_1+ Bup_1+ wp_1 (7.1)
ye = Czp+ 2

gdje su A € R™*" B ¢ R™*! i C € R'*™ matrice koje opisuju sistem u prostoru stanja,
k je indeks koji predstavlja diskretni vremenski trenutak, z € R™*! predstavlja vektor
stanja sistema, u € R"*! je vektor ulaza u sistem, y je mjereni izlaz, a w i z predstavljaju
sum, pri ¢emu se w naziva procesni Sum (eng. process noise), a z Sum mjerenja (eng.
measurement noise).

Tipi¢no, stanje sistema x se ne moze mjeriti, ali se moze mjeriti y koji predstavlja
funkciju stanja korumpiranu Sumom z. Mjerenje y je mjerenje koje djelimi¢no moze
pomodéi da se estimira x, ali ne moze mu se potpuno vjerovati, jer u sebi sadrzi mjerni
Sum.

Prilikom uvodenja Kalmanovog filtera, obi¢no se koristi primjer upravljanja vozilom
ili mobilnim robotom (gdje se Kalmanov filter veoma Cesto i koristi). Neka se stanje
sistema sastoji od pozicije p i brzine v. Upravljanje u je dodani , gas” (zadano ubrzanje),
a y je mjerena pozicija. Neka je moguée mijenjati upravljanje v i mjeriti poziciju svako
T sekundi. Na taj nacin je moguce analiticki modelirati promjenu brzine sa:

Vg1 = vk + Tug (7.3)

Nazalost, prethodna relacija ne odrazava stvarno stanje sistema. Vjetar, promjena uslova
i slicno ¢e utjecati na procjenu brzine, tako da neée biti moguée dati tac¢nu vrijednost
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Uk4+1 nego ¢e ona biti slucajna promjenljiva koja se mijenja u vremenu. Model koji vise
odgovara realnosti je dat sa:

Vg1 = Uk + Tup + Uk (7.4)

gdje je v ,Sum” signala brzine. Analogna relacija se moze napisati za poziciju vozila:

1 ~
Di+1 = i + Top, + §T2Uk + Pk (7.5)

gdje je pr ,Sum” signala pozicije.
Neka se sada definira vektor stanja x koji se sastoji od pozicije i brzine:

T = [ P } (7.6)

Uk

Tada se sistem moze zapisati u prostoru stanja kao:

1 T T?/2
Tyl = |: 0 1 :| Tp + [ T/ :| U + Wk (7.7)
Y = [ 1 0 } T + 2k (7.8)

Osnovni zadatak Kalmanovog filtera je estimacija stanja x uz prisustvo mjernog i pro-
cesnog Suma. Da bi se obavila najbolja moguéa estimacija, prvi zahtjev je da ocekivana
vrijednost estimacije stanja bude sto je moguce bliza oc¢ekivanoj vrijednosti stvarnog sta-
nja. Drugi zahtjev je da estimirano stanje sto je manje moguce varira oko stvarnog stanja.
To znaci ne samo da ,,srednja vrijednost” estimacije treba da bude jednaka ,srednjoj vri-
jednosti” stvarnog stanja, veé i da estimator daje najmanju moguée varijacije estimacije
stanja oko stvarnog stanja. Matematicki, to znaci da se ocekuje estimator sa najmanjom
mogucom varijansom greske.

Kalmanov filter zadovoljava oba ova uvjeta, ali zahtijeva postojanje/uspostavljanje
odredenih pretpostavki na Sum koji utice na sistem. Prvi uvjet je da ocekivane vrijednosti
w i z budu nula, a drugi da ne postoji nikakva korelacija izmedu w i z. To znaci da su za
svako k, slucajne promjenljive wy, i 2, medusobno nezavisne slu¢ajne promjenljive. Prema
tome, kovarijantne matrice se mogu definirati kao:

Sw = Qi = Elwyw] (7.9)
S. = Ry = B[zl (7.10)

Ako se procjena sistema zapise na sljedeéi nacin:
i”; = AZp_1 + Bug_1 (711)

gdje &, predstavlja apriori procjenu stanja u trenutku k na osnovu jednacine stanja
sistema, a Zj predstavlja aposteriori procjenu stanja u diskretnom trenutku k nakon
obavljanja mjerenja yi(na osnovu observacija sistema). U tom slucaju se moze definirati
apriori i aposteriori greska estimacije:

e, =T — &), (7.12)
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7. Kalmanov filter

€ =T — .’i‘k» (7.13)

Prema tome, kovarijansa apriori greske predikcije je data sa:
Py =Elege;"] = E [(wp — &7 ) (zr — 83)7] (7.14)

Zbog nekoreliranosti greske estimacije i procesnog suma slijedi:

Py = E[(zk—2;)(zk —25)"]
E [[A(zk—1 — #k—1) + wi] [A(zh1 — Tx—1) +wp] 7]
= AE [(zp-1— &p-1)(zh-1 — &-1)"| AT + E [wpw] | (7.15)
odnosno:
P, = AP, AT + S, (7.16)

U narednom koraku se ukljucuje i mjerenje. To znaci:

=2, + Ky (yx —Cf];) (7.17)
—_———
korektivni ¢lan (inovacija)

odnosno:

T =12, + Ky (Cxy + 2 — Oi;) =1I, + KpC(xy — f;) + Kz (7.18)
Prema tome, kovarijansa aposteriori greske predikcije je data sa:

Py, = Elere}] = E [(zx — &) (zx — 31)"] (7.19)

Zbog nekoreliranosti greske estimacije i mjernog Suma, smjenom (7.18) u relaciju (7.19)
se izvodi:

Pk = F [(l‘k — a%k)(xk — JACk)T}
= F [(JZ]C — :ZAT,; — KkC(IL‘k - :%,;) — Kkzk)(xk — i’; — KkC(IL‘k - :i‘,;)
—Kyz)" |

= F H(I — K;C)(xp — i‘;) — Kkzk] [(I — K C)(xg — f,;) — Kkzk] T]
= (I-KiO)E [(zk — 25 )(we — 23)"] (I — KiO)' + Ky E [22] | KiL (7.20)

Ako se relacija (7.20) zapiSe drugacije, tad se dolazi do tzv. Josephovog oblika:
P, = (I - K,O)P; (I - K;,;C)"' + K. S, K[ (7.21)

Iz ove relacije je potrebno odrediti optimalno pojacanje Kj tako da se minimizira
srednjekvadratna greska estimacije stanja, koja je u sustini reprezentovana tragom matrice
Py koji odgovara sumi njenih dijagonalnih elemenata. Relacija (7.21) se moZe napisati
kao:

P, =P, — KyCP; — P, CT"K[ + Ki,(CP; C" + S.)K}| (7.22)

Pravljenjem izvoda traga matrice Py se izracunava optimalno pojacanje:

Ky =P Cct(opP;C" +5,)7! (7.23)
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Slucajni signali i procesi

Uvrstavanjem (7.23) u (7.22) dobiva se:
P, = (I-KiC)P, (7.24)

Prema tome, linearni Kalmanov filter se moze opisati koracima prikazanim u tabeli 7.1.

) ) 1° | Inicijalna &, = A1 + Bu
Predvidanje estimacija
2° | Projektovana P = AP, AT + 8,
predikcija
_ p—T — AT -1
30 Na osnovu Ky =P C (Cpk ch + SZ)
. . mjerenja
Osvjezavanje &y = (AZp—1 + Bu) + Ki(yr — C2y)
prediktivni ¢lan &, korektivni ¢lan
4° | Osvjezena P, = (I - KxC)P,

kovarijansa greske

Tabela 7.1: Relacije koje opisuju linearni Kalmanov filter

Matrica K se zove Kalmanovo pojacanje, a P je kovarijantna matrica greske estimacije
stanja. Korektivni ¢lan u koraku 3° (u tabeli 7.1) sluzi za korekeiju estimacije stanja na
osnovu mjerenja. Navedeni koncept se naziva jos i prediktor-korektor metoda, kao i
predikcija-osvjezavanje (eng. predictor-update)

Fizikalno gledajudi, ukoliko je mjerni sum veliki, tada ¢e S, biti veliko, pa ¢e K imati
manju vrijednost, samim time ée vjerodostojnost mjerenja y biti malena. S druge strane
ako je mjerni Sum mali, tada ée K biti veliko, pa ¢e mjerenju y biti dat veéi znacaj.

Alternativni zapis koraka 3° (u tabeli 7.1) je:

Ty = (I — KpC)2y + Ki(Cap + 21) (7.25)

iz kojeg se jasnije vidi kako se u procjeni stanja uzima u obzir ,pojacanje”.

Neka se Kalmanov filter zeli iskoristiti za ocjenu navigacije robota koje se krece duz
puta. Neka se pozicija vozila moze mjeriti sa greSkom od o, = 10 cm (jedna standardna
devijacija). Neka je zadano ubrzanje konstantno (npr. 1 cm/s?), a standardna devijacija
signala ubrzavanja o, = 0.2 cm/s?. Neka se pozicija mjeri 10 puta u sekundi (7 = 0.1
s). U tom slucaju se sistem moze opisati sa:

1 0.1 0.005

Te+1 = [ 0 1 }’Ek-k [ 0.1 }uk + wg (7.26)
e = [1 0]ar+ (7.27)

Posto je standardna devijacija mjernog Suma 10 cm tada je matrica S, = [100].

Da bi se dobila pocetna estimacija za S,,, moze se koristiti sljede¢a metodologija.
Posto je pozicija proporcionalna ubrzanju sa koeficijentom proporcionalnosti 0.005 (zbog
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7. Kalmanov filter

p ~ %2u), a o, = 0.2 cm/s? tada je varijansa Suma pozicije (0.005)? - (0.2)2 = 1076,
Sliéno, posto je brzina proporcionalna sa ubrzanjem (v ~ Tu) koeficijentom 0.1, tada je
varijansa ,Suma” brzine data sa (0.1)2 - (0.2)? = 4 - 10~*. Konac¢no, kovarijansa $uma
pozicije i brzine je jednaka umnosku standardne devijacije Suma pozicije i standarne
devijacije $uma brzine, odnosno (0.005 -0.2) - (0.1 -0.2) = 2-107°. Na taj naéin se
izracunava matrica:

Su = E[mxT]zEHI;][p v]} (7.28)
N IR -

Nakon toga se inicijalizira Zp na najbolji moguéi nacin (najbolja apriori estimacija
pozicije i brzine), i inicijalizira se Py kao nesigurnost u poéetnu estimaciju stanja, te se
iterativno izvrsava procedura Kalmanovog filtera.

Jasno je da postoji greska mjerenja pozicije (razlika stvarne pozicije i mjerene), kao
i greska estimacije (razlika estimirane pozicije i stvarne), koje mogu postati nesto vece
kako bude odmicalo vrijeme.

Tlustracija implementacije Kalmanovog filtera je data programskim kodovima 7.1-7.5.

PROGRAMSKI KOD 7.1

# Parametrt

trajanje = 150

dt = 0.01

greska_mjerenja = 0.3 # greska mjerenja pozicije
greska_ubrzanja = 0.2 # greska ubrzanja

A = np.array([[1, dt], [0, 1]11) # matrica prelaza
B = np.array([[dt**2 / 2], [dt]]) # matrica ulaza
C = np.array([1, 0]) # matrica mjerenja

PROGRAMSKI KOD 7.2

# Inicijalizacija stanja
x = np.array([[0], [0]]) # wvektor podetnog stanja
x_est = x # pocletna estimacija stanja

# Kovarijansa greSke mjerenja

Sz = greska_mjerenja**2

# Kovarijansa procesnog Suma

Sw = greska_ubrzanja**2 * np.array([[dt**4 / 4, dt**3 / 2],
[dt**3 / 2, dt**2]1)

P = Sw # pocetna estimacija kovarijanse

PROGRAMSKI KOD 7.3

# Pomoéne wvarijable

pozicija = np.empty((1l, 1))
pozicija_est = np.empty((1, 1))
pozicija_mjerena= np.empty((1, 1))
brzina = np.empty((1, 1))
brzina_est = np.empty((1, 1))
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PROGRAMSKI KOD 7.4

# Glavna petlja
for t in np.linspace(0, trajanje, int(trajanje / dt)):
# ulazni signal
if (£<50):
u=0.1
elif (t<100):
u=-0.1
else:
u=20

# Simulacija procesnog Suma:

ProcesniShum = greska_ubrzanja * np.array([[(dt**2 / 2) * np.random.normal(0, 1)1,
[dt * np.random.normal(0, 1)1]1)

# Simulacija mjernog Suma:

MjerniShum = greska_mjerenja * np.random.normal(0, 1)

# Racunanje stvarnog procesa:
= A E x + B * u + ProcesniShum

y=¢C E x + MjerniShum

]

# Implementacija Kalmanovog filtera ————---————-———--

# 1. Inicijalna estimacija
_est = A E Xx_est + B x u

L]

**

2. Projektovana predikcija (Racunanje kovarijanse gredke estimacije)

=A[dP[dAaT+ sw

3. Kalmanovo pojacanje
=P g C.T * (np.linalg.inv(np.atleast_2d(C [6| P [d C.T + Sz)))

jav]

= 3

x_est = x_est + K *x (y - C E x_est)

# 4. OsvjeZena kovarijansa greske

jav]

= (np.eye(2) - K E C) E P

#

# Varijable za prikaz

pozicija = np.vstack((pozicija, x[0, 01))
pozicija_mjerena = np.vstack((pozicija_mjerena, y[0]))
pozicija_est = np.vstack((pozicija_est, x_est[0, 0]))
brzina = np.vstack((brzina, x[1, 01))

brzina_est = np.vstack((brzina_est, x_est[1, 0]))

PROGRAMSKI KOD 7.5

# Prikaz rezultata
t = np.linspace(0, trajanje, int(trajanje / dt))

ssp.slpromiD.grafik(t, pozicijall:, :], t, pozicija_mjerenall:, :],
t, pozicija_est[1l:, :],
naslov = 'Pozicija vozila (stvarna, mjerena i estimirana)',
legenda = ['$p(t)$', '$p_m(t)$', '$\widehat{p(t)}$'1)
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7. Kalmanov filter

ssp.slpromiD.grafik(t, pozicijal[l:, :] - pozicija_mjerenall:, :],
t, pozicijall:, :] - pozicija_est[1:, :],

legenda = ['$p(t)-p_m(£)$', '$p(t)-\widehat{p}(£)$'])
ssp.slpromiD.grafik(t, brzina[l:, :], t, brzina_est[1l:, :],

naslov = 'Brzina vozila (stvarna i estimirana)',
legenda = ['$v(t)$', '$\widehat{v}(t)$'])

Pozicija vozila (stvarna, mjerena i estimirana)

250 A
— p(t)
200 — Pnl®
— p(t)
150
100
50 -
0 -
0 50 100 150

t

Greske mjerenja pozicije i greska estimacije pozicije  Brzina vozila (stvarna i estimirana)

5 ]
1.0 1 — p(t) — pm(t) — vt
— p(t)—p(t) ad — v(t)
0.5 A
3 4
0.0 A
2]
—0.51
14
-1.0 1 oA
0 50 100 150 0 50 100 150
t t

naslov = 'GreSke mjerenja pozicije i greSka estimacije pozicije',

7.2 Varijante Kalmanovog filtera

Ukoliko je sistem nelinearan onda se izvodi tzv. proSireni Kalmanov filter (eng. extended
Kalman filter) koji predstavlja prakti¢no ekstenziju primjene filtera na nelinearne sisteme.

Osnovna ideja se sastoji od sljedeceg. Ako je sistem zapisan u nelinearnoj formi:

rp = f(Tp—1,up—1) + wr_1
Yn = h(zy) + vk
tada se predikcija definira koristenjem:

_of

ox P

Ay

&, = f(@p—1,up—1)

(7.32)

(7.33)
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P = Ap1Po1 AL + S (7.34)

a osvjezavanje definira preko:

oh
Cp= — .
R= o o (7.35)
k—1
Ky = P, CT (CvPy CF +8.) ™ (7.36)
te relacija:

Ty =2y, + Ki(yr — M) (7.37)
P, = (I-KiCy)P, (7.38)

Ukoliko pak se Kalmanov filter ne primjenjuje korak po korak, veé¢ se za ocjenu sta-
nja koriste i sva prethodna (veé ,snimljena” mjerenja) tada se ta implementacija zove
Kalmanov izgladivaé¢ (eng. Kalman smoother).

Za Kalmanov filter se moze pokazati da je implementacija koja minimizira varijansu
greske estimacije. Medutim, ukoliko se zahtijeva da se minimizira ,najlosija” greska
estimacije umjesto ,srednje” greske estimacije, tada se taj problem rjesava sa tzv. Ho
filterom (eng. H-infinity).
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7. Kalmanov filter

Zadaci za samostalan rad

1. Neka je dat sljededi sistem zapisan u prostoru stanja:
E(t) = () + u(t) + wi(t)
y(t) = z(t) + wa(t)

Gdje su wi (t) i wa(t) nekorelirani bijeli Sumovi s intenzitetima R1 i Ra respektivno.

Ry

a) Pokazati da pojac¢anje Kalmanovog filtera zavisi samo od odnosa 8 = R

b) Odrediti dinamiku greske estimacije Z(t) = x(t) — &(¢).

¢) Kako dinamika greske zavisi od 87 Razmotriti slucaj za veliko 8 (Sum procesa mnogo
vedi od Suma mjerenja) i malo S (Sum mjerenja mnogo veéi od Suma procesa).

2. Dizajnira se Kalmanov filter za sistem drugog reda:
o |01 0
z(t) = [0 0} z(t) + |:1} u(t) + w(t)
y(H) =1 0] a(t) +walt)

gdje su wi i wa nekorelirani bijeli Sumovi intenziteta R1 = [g g] iRy =1.

a) Izracunati minimalnu kovarijansu greske estimacije P i optimalno pojacanje Kalma-
novog filtera K.

b) Zapisati jednacine filtera,

c) Pokusati softverskim putem pronaéi minimalnu kovarijansu greske P i optimalno
pojacanje filtera K.

3. Razmotriti sljededi sistem (integrator) pobuden bijelim Sumom jedini¢nog intenziteta:
z(t) =wi(t), Ri1=1

Za svaki od sljedecih slucajeva, dizajnirati optimalni Kalmanov filter i prona¢i minimalnu
kovarijansu greske estimacije za:

a) jedno mjerenje: y(t) = z(t) + wa2(t), Rz =1.

b) dva nezavisna mjerenja:

yi(t) = z(t) + war(t), Ror =1
yo(t) = z(t) + w22 (t), Ro2 =10

¢) dva zavisna mjerenja:

y1(t) = x(t) + w21 ()
y2(t) = x(t) + wa2a(?)

S E
ngeJeRz—|:1 10}
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8. Primjena slucajnih signala u

teoriji informacija

8.1 Uvodna razmatranja

Sistemi za prenos poruka se u danasnje vrijeme po pravilu izvode kao digitalni. Tipi¢na
struktura sistema za prenos digitalnog signala je data na slici 8.1.

X Y = f(X) Z=Y+S§ W= f-1(2)

Izvor
informacija

Koder Kanal veze Dekoder Odrediste

T

Sum S

Slika 8.1: Sistem za prenos informacija

Kao $to se moze vidjeti, postoji nekoliko tipi¢nih dijelova sistema za prenos informa-
cija. Zadatak sistema je da se prenese Zeljena poruka od izvora do odrediSta (primaoca).
U tehnickim primjenama vrlo ¢esto je skup mogucih poruka koje se prenose konacan, npr.
X ={x1,29,...,2,}. Npr. poruke mogu biti alfanumericki karakteri, slova na tastaturi i
slicno. Za pretvaranje ,apstraktnih” poruka u fizicke signale koji se mogu prenositi koristi
se koder. Tipi¢no, kanalom veze se prenose dva digitalna signala iz skupa Y = {0, 1}, ili
u opstem slu¢aju 2" binarnih kombinacija, tako da je zadatak kodera da odgovarajuce
poruke kodira na adekvatan nacin i pretvori ih u ,nizove” nula i jedinica. Signali koji se
pojavljuju na izlazu iz kodera, a na ulazu u komunikacioni kanal su y1,ys,.... Prilikom
prenosa u komunikacionom kanalu se pojavljuju razliciti izvori smetnji, tako da poslani
signali iz kodera obi¢no ne stignu u izvornom obliku do dekodera (Z =Y + 5), ¢iji je
zadatak da pretvori primljenu ,kodiranu” poruku u izvornu poruku koja je poslana iz
izvora.

Dakle, pojavljuju se dva osnovna pitanja: kako kodirati/dekodirati poruke da bi se
povecao kapacitet kanala, te kako smanjiti ili eliminirati gresku prilikom prenosa.

8.2 Informacija

Informacija se moze definirati kao ,,ono $to izaziva iznenadenje”. Za neki dogadaj se kaze
da je informativan ukoliko sadrzi znanje o necemu koje do tada nije postojalo. Npr.
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dogadaj da je ,pas ugrizao ¢ovjeka” ne sadrzi mnogo informacije, ali ,,Covjek je ugrizao
psa” je nesto Sto sadrzi mnogo informacije. Informacija se moze posmatrati i kao ,,broj
pitanja koja se moraju postaviti”, a koja se mogu odgovoriti sa ,da” ili ,ne”, da bi se
saznao odgovor na trazeno pitanje.

Za dogadaj Cija je vjerovatnoca P, informacija se definira kao:

1
informacija = log, B (8.1)

Jos formalnije, pojam informacije se moze uvesti preko teorije vjerovatnoce. Neka je
dat skup dogadaja {z;} (i = 1,2,...n) sa odgovarajué¢im vjerovatnoéama P;, tako da je
Z?zl P; = 1. Neka je nad ovim skupom izvrsen eksperiment koji moze da ima ishode
{y;} (5 = 1,...,m). Rezultat eksperimenta formira informaciju, na na¢in da je informacija
koja se dobiva o dogadaju x;, ako je rezultat eksperimenta y;, data sa:

I(xi7 yj) = Iapriori - Iaposteriori = IOgZ P({E)

pri ¢emu je P(z;) apriori vjerovatnocéa dogadaja x;, a P(x;/y;) je (aposteriori) vjerovat-
noca dogadaja x; pod uslovom da je ishod eksperimenta ;.

8.3 Entropija

Neka je dat skup dogadaja z; (i = 1,2, ...n) sa odgovarajué¢im vjerovatnoéama P;, tako da
je Y.i, P = 1. Neka je nad ovim skupom izvrSen eksperiment koji moze da ima ishode
yi = x; (i=1,2,..n) . U tom sluéaju se nakon izvrSenog eksperimenta tacno zna koji je
dogadaj bio u pitanju. To znaci da vrijedi:

P(zi/y;) =1 (8.3)
P(zi/y;) =0 (i #)) (8.4)
Odavde se dobivaju informacije:
1
I(z;,y;) = log, Pln) (8.5)
0

U skladu sa ranije navedenim, informacija se moze interpretirati kao ,,broj pitanja” koja
se trebaju postaviti da bi se doslo do odredenog odgovora. U zavisnosti od rezultata
eksperimenta, ovaj ,,broj pitanja” moze biti razlicit.

Primjer 8.1:
Dat je hipoteticki skup dogadaja {1, 22, z3, 24} pri ¢emu su vjerovatnoce date sa

P(z1) = 0.5, P(x2) = 0.25, P(x3) = 0.125 i P(x4) = 0.125. Odrediti informaciju
koju nosi svaki od dogadaja.
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Rjesenje:

Neka se nizom pitanja pokusava utvrditi koji od dogadaja se ostvario. Usljed poz-
navanja vjerovatnoc¢a dogadaja, najbrzi put za dolazak do odgovora u opéem slucaju
bi bio postavljati sljedeéa pitanja: ,1. Da li se ostvario dogadaj z17”, ,2. Da li se
ostvario dogadaj x2?” i ,3. Da li se ostvario dogadaj x37”, i to navedenim redom, kao
sto je ilustrovano na slici.

Da li se
ostvario
Iy ?

da ne

T

Broj pitanja
je jednak 1

da ne

Da li se
ostvario

T2

Broj pitanja
je jednak 2

da ne
I3 T4
Broj pitanja Broj pitanja
je jednak 3 je jednak 3

Sa slike je jasno da je I(x1) = 1, I(z2) = 2 i I(x3) = I(z4) = 3, a Sto se i lahko
provjerava relacijom I(z;) = log, (P(;)). Prosjecan broj pitanja je u ovom slucaju

ElI(z;)] = 124343 — .95,

Prosjecan ,broj pitanja” je taj koji odreduje neizvjesnost. Naime, ako je ovaj broj
pitanja veliki, tada je ocigledno neizvjesnost velika. To se opisuje koristenjem ocekivane
vrijednosti informacije, sto je prikazano sljedeéim relacijama:

Ell(zi,y;)] = sz(xuyj)P(xi»yj)

= Z I(@i, ys) P ()

i=1
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n 1
; P(.sz) 10g2 m
= — Z P(z;)logy P(x;) (8.7)

i=1

Relacija (8.7) se uz smjenu P(z;) = P; svodi na:
H(Py,..,P,) == Plog, P, (8.8)
i=1

Relacija (8.8) definira entropiju skupa dogadaja. Entropija se takoder i oznacava sa
Jasno je da za entropiju vrijedi:

0< H(P) < Hpas (8.9)

Koristenjem Lagrangeovih multiplikatora se moze jednostavno pokazati da se mak-
simalna vrijednost Hp,.x postize za P; = %, jer je tada neizvjesnost zapravo najveca, a
da je entropija najmanja ukoliko se ta¢no zna ishod dogadaja (npr. P, = 1, P, = 0,
i=2,3,..n).

Primjer 8.2:

Pokazati da se maksimalna vrijednost entropije Hy,.x postize za P; = % (odnosno
kada su svi dogadaji jednako vjerovatni).

Rjesenje:
Potrebno je maksimizirati funkciju:

H(Py,..,P,) = - Pilog, P,
1=1

uz ogranicenje:
n
Z P =1 (8.10)
i=1

Sto ¢e biti uradeno metodom Lagrangeovih multiplikatora, odnosno minimizacijom
funkcije:
L(P,Ps,....,Py,\) = H(P,P,,...,P,)+AG(P1,Pay...,P,)

pri ¢emu je ogranicenje ((8.10)) zapisano kao:
n

G(Py,..,P,) = Zpi —1=0
i=1

Pravljenjem izvoda po promjenljivim P; i Lagrangeovom multiplikatoru A slijedi:
OH 1

=— <log2 P, + ) = —(log, P; + log, €)
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oG 1
oP;
Sistem jednacina u skladu sa metodom Lagrangeovih multiplikatora je dat sa:
OH oG
=0,1=1,...
op, T op, = Bt ham
Sr-1
i=1
odnosno:
logy P +1logae—A = 0
logo P, = —logge+ A
2/\
P, = —=P=const, i=1,...
e

Uvrstavanjem posljednje jednakosti u (8.

i=1

P=P

10) dobije se:

Il
—

1
= —,it=1,...,n

(8.11)

Medutim, ovim je pokazano samo da funkcija £(-), odnosno H(-), ima lokalni ekstrem
u tacki P, = (1/n,...,1/n), pri ¢emu je H(P,,) = log, n. Analizom Hesijana funkcije
L(+) u tacki datoj sa relacijom (8.11), se moze pokazati da se u toj tacki ostvaruje i glo-
balni ekstrem funkcije, odnosno moze se zakljuciti da ce entropija H biti maksimalna

kada su svi dogadaji jednako vjerovatni.

8.3.1 Uslovna entropija

Vrlo desto apriori vjerovatnode nisu poznate (P(x;)), ali su poznate (aposteriori) uslovne
verovatnoée P(z;/y;), odnosno vjerovatnoée da se desio ishod x; ukoliko se desio y;.
Tlustracija apriori i aposteriori vjerovatnoéa je data na slici (8.2).

Kako vrijedi:

P(xi/y;)

1
Topriori — Taposteriori = | — —1 — =1 — =] iy Yj 8.12
p post 0go P(l‘l) 0go P(mz/y]) 0go P(I‘z) (.’E y]) ( )
to slijedi:
P(xi/y;) P(zi/y;)P(y;) P(xi,y;)
I(x;,y;) = logy, ———= = logy, —————-—"= =log, ——————~ 8.13
(b =108 p )™ =% Tp PGy, B PaPy) O
Entropija dogadaja x; se definira kao:
H(y/x;) ==Y P(y;/x:)logy Py;/x:) (8.14)
j=1
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Y1 Ty
P(y1/z1) Yo P(x1/y1) T
yTYL ITL
X Y1
P(ym/x1) P(zn/y1)
X
Pl /fez) — " P /12) '
Y2 X2
T2 . Y2 :
: Ym {v;} : Tn
Y1 X1
Y2 )
‘/L'TI N ym N
P(ym /zn) Ym P(xn/ym) Tn
a) b)

Slika 8.2: Tlustracija a) apriori vjerovatnoce, b) aposteriori vjerovatnoce.

Ocekivana vrijednost entropije dogadaja se naziva uslovna entropija:
H(y/x) = E[H(y/zi)]
= P(x:)> P(y;/xi)log, P(y; /i)
i=1 j=1

=D Plawi,y;)logy Ply;/a;) (8.15)

i=1 j=1

Velika vrijednost H(y/x) znadi da je tesko predvidjeti Sta ée biti ishod eksperimenta y,
ako je poznat ishod x. Analogno, moguce je pokazati da vrijedi:

H(z/y) = ZZP i, y;) logy P(x:/y;) (8.16)

i=1 j=1

Moze se jednostavno pokazati da za slucaj x; = y; vrijedi H(y/x) = 0, dok ukoliko je
ishod eksperimenta y neovisan od z tada vrijedi H(y/z) = H(y) i H(z/y) = H(x).
8.3.2 Entropija zajednickih dogadaja

Neka su data dva skupa dogadaja z; i y; (¢ = 1,2,..n, j = 1,2,...,m). Parovi ovih
dogadaja formiraju novi skup dogadaja z;; = (z;,y;). Neka su vjerovatnoce zajednickih
dogadaja P;; = P(x;,y,). Tada se definira entropija zajednickih dogadaja:

n m
_ZZ 33173/] 10g2 (xlvy]) (817)
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Moze se jednostavno pokazati da vrijedi:
H(xy) = H(z) + H(y/x) = H(y) + H(z/y) (8.18)

S obzirom na ¢injenicu da poznavanje ishoda eksperimenta moze samo da smanji neiz-
vjesnost, jasno je da vrijedi:

0<H(y/z) < H(y) (8.19)
0 < H(z/y) < H(x) (8.20)

pa slijedi:
H(zy) < H(z) + H(y) (8.21)

8.3.3 Srednja vrijednost informacije

Od interesa je analizirati ocekivanu vrijednost informacije za sluc¢aj z; # y;. Na osnovu
relacije (8.13) se dobiva:

ElI(zi,y;)] = ZZP%% log, pimfi’@fj)>

11j1

= Z ZP(Inyj) logy P(i,y;)

i=1 j=1

*Zzp(zi,%‘) logy P(x;)

i=1 j=1

fZZP(xi,yj) log, P(yj)

i=1 j=1

= —H(ay) — Zlog2 ZP (i, y5)
- =
= logy P(y;) Y Plxi,y;)
i—1 J=1
= —H(zy)— Zlogz P(x;)P(x;) — Y _log, P(y;)P(y;)
i=1 =1

— H(ay) + H(z) + H() B (8.22)

Ova ocekivana vrijednost se naziva medusobna informacija. Takoder vrijedi:

I(a,y) = H(z)+ H(y)— H(ay) (8.23)
— H(x) - H(x/y) (8.24)
— H(y) - H(y/x) (8.25)
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Primjer 8.3:

Izvor informacija salje 3 poruke z;, x3 i x3 koje prijemnik potom razvrstava
na tri dogadaja y1, y2 i y3. Neka su zajednicke vjerovatnoée P(z;,y;) date tabelom:

’ P(f%yj) ‘ hn \ Y2 \ Y3 ‘
T 0 0.1 0.2
T2 0.25 | 0.05 0
T3 0.25 0 0.15

Odrediti entropije H(X), H(Y), H(XY), H(X/Y) i H(Y/X), te informaciju
1(XY).

Rjesenje:
Iz postavke zadatka se moze odrediti sljedece:

3
ZP zi,y;) = P(x1) = 0.3, P(x2) =0.3, P(x3) =04

3
Ply;) = 3 Plaiy;) = Ply) =05, Plyz) =015, P(ys) = 035

Nadalje:
3

H(X)=—> P(z;)log, P(z;) = 1.571
i=1

3
H(Y)=—Y_ P(y;)log, P(y;) = 1.441
=1

3 3
__ZZ (zi,y;) logy P(wi,y;) = 2.423
i=1 j=1

Na kraju, jednostavno se izra¢unava:
H(X/Y)=H(XY)—H(Y)=0.982
H(Y/X)=H(XY)—- H(X)=0.852
I(X,)Y)=H(X)—H(X/Y)=0.588

U okviru programskih kodova 8.1-8.2 je data implementacija zadatka 8.3, koja omo-
gucava unos bilo koje tabele zajednickih vjerovatnoca, te izracunavanje odgovarajuéih
entropija.
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PROGRAMSKI KOD 8.1

# Unos tabele vjerovatnola

[0, 0.1, 0.21, [0.25, 0.05, 0], [0.25, 0, 0.15]]
= np.array(A)
, n = A.shape

g8 = =

# Racunanje vjerovatnoéa

p_x = np.zeros((m))
np.zeros((n))

°
<
]

for i in range(m):
for j in range(n):
p_x[i] = p_x[i] + A[i,j]
p_y[i]l = p_y[i]l + A[j,i]

print("p(x) = ", p_x)
print("p(y) =", p_y)
p(x) = [0.3 0.3 0.4]
p(y) = [0.5 0.15 0.35]

PROGRAMSKI KOD 8.2

# Racunanje H(X) i H(Y)
H_X, H.Y = 0, O
for i in range(m):

H_X = H.X - p_x[il*np.log2(p_x[il)

for j in range(n):
H_Y = H.Y - p_y[jl*np.log2(p_y[jl)

print("H(X) = ", "{:.4f}".format(H_X))
print ("H(Y) = ", "{:.4f}".format(H_Y))

# Racunanje H(XY)
H_XY = 0
for i in range(m):
for j in range(n):
if (A[i,j] '= 0):
H_XY = H_XY - A[i,jl*np.log2(A[i,3])
print ("H(XY) = ", "{:.4f}".format(H_XY))
# Racunanje H(X/Y) i H(Y/X)
print ("H(X/Y) H(XY) - H(Y) ", "{:.4f}" . format (H_XY-H_Y))

print ("H(Y/X) H(XY) - H(X) v, "{:.4f}" . format (H_XY-H_X))
print("I(XY) = H(X) - H(X/Y) =", "{:.4f}".format (H_X-(H_XY-H_Y)))
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H(X) = 1.5710

H(Y) 1.4406
H(XY) = 2.4232
H(X/Y) = H(XY) - H(Y) = 0.9826
H(Y/X) = H(XY) - H(X) = 0.8523
I(XY) = H(X) - H(X/Y) = 0.5884

8.4 Izvori informacija

U nastavku ¢e biti analizirani samo izvori informacija sa kona¢no mnogo mogudéih poruka
(npr. ay,as,...,ay). Tipiéno, poruke od izvora dolaze u sekvencama, npr. asagaiag itd.
Kako bi se jednostavnije analizirali izvori informacija i prenesene poruke uvodi se notacija
AL (K) koja oznacdava sekvencu duzine R ¢ji je posljednji ¢lan bio k — ti po redu. Tako
npr.:
a1 aszaqa2 arae (826)
N

Al(1) A3(4) A2(6)
Koristenjem ove notacije moze se definirati vjerovatnoca neke sekvence duzine k:
P(A*(k)) = P(A(1) P(A(2)/A(1)) - P(A(3)/A(1)A(2)) - ...
- P(A(k)/JA(D)A(2)...A(k — 1)) (8.27)

Jasno je da vrijedi:
P(A(r)/A(1)A(2)...A(r — 1)) = P(AJA" Y (r — 1)) (8.28)
Za izvor se kaze da je stacionaran ako vrijedi:
P (A(k+j)/AR(k—1+74) =P (A(k)/A"(k—1)), Vj>0, k—1>R (8.29)

Dakle, za stacionarne izvore postoji ,stacionarna” zavisnost R poruka unazad. Obic¢no se
za stacionarne izvore izostavlja oznaka k tako da se pise:

P (A(k)/A"(k —1)) = P (A/AF) (8.30)

Ukoliko ne bude drugacije naglaseno, u nastavku teksta ¢e svi razmatrani izvori biti
stacionarni.

8.4.1 Entropija sekvence i entropija izvora

Ukupan broj razli¢itih sekvenci duzine m od ukupno n moguéih poruka je dat sa n™. Ako
sve sekvence ¢ine skup dogadaja, tada je entropija tog skupa dogadaja nazvana entropija
sekvence i oznaCena sa H(A™):

n™m

H(A™) = =) P(A]") log, P(A]") (8.31)

i=1
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pri ¢emu je sa A" oznacena i — ta sekvenca duzine m. Vazno je primijetiti da se H(A™)
moze posmatrati kao H(AAA...A) = H (A(1), A(2), A(3),...A(m)). Naime, H(A™) pred-
stavlja entropiju zajednickih dogadaja A, A ... A:

H(A™)=H(A)+ H(A/A) + H(A/A?) + ...+ H(A/A™1) (8.32)

Uslovna entropija se moze napisati kao:

3
T

H(A/A") = E[H(A/A])] = P(A})H(A/AF)

j=1

= P(A P(ay A )1ogy ———~
2 PUAG) ) Ple/ ) o8 5
’ﬂR n 1

= Y > Plag, A))logy ———— (8.33)
J=1k=1 P(a/Aj)

Moze se pokazati da ¢e svaka entropija biti manja od prethodne, odnosno:
H(A) > H(AJA) > ...> H(A/A*1) > H(A/A) (8.34)

$to je na odreden nacin i logicno. Naime, neizvjesnost se smanjuje ukoliko je poznata ,,Sto
duza” sekvenca nastala do trenutka razmatranja.

Entropija izvora se definira kao grani¢na vrijednost:
H(AJA®) = mli_r)nooH(A/Am_l) (8.35)
Moze se pokazati da vrijedi:
0< H(A/A*) < H(A) <logyn (8.36)

Takoder, moze se pokazati da vrijedi:

im LA™ pragas) (8.37)

m—00 m

odnosno, ako je sekvenca dovoljno dugacka, entropija izvora se moze naéi kao vrijednost
entropije po ¢lanu sekvence.
8.4.2 Markovljevi izvori
Izvori kod kojih uslovne vjerovatnoce zadovoljavaju uslov:
P(AJAFY) = P(A/AR),  k—-1>R (8.38)

nazivaju se Markovljevi izvori. Drugim rije¢ima, vjerovatnoéa pojave neke poruke/sim-
bola u sekvenci/poruci zavisi samo od R prethodnih poruka. Entropija sekvence kod
Markovljevih izvora ima oblik:

H(A™) = H(A)+ H(A/A)+ H(AJA*) + ...+ HA/A™Y)
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H(A) + H(AJA) + ... + H(AJAR™Y) 4+ H(AJAR) + ...+ H(A/A™8)39)
H(A)+ H(AJA) + ...+ HA/AR"Y) + H(AJAR)... + H(A/AR)
R ¢lanova (m—R) ¢lanova

= H(A®)+ (m - R)H(A/AT) (8.40)

Odavde slijedi da je entropija Markovljevog izvora data sa:

H(A/A®) = lim HA™) _ i lH(ARH

m—oo m m—oo | M

m—RH

(AJAR)| = H(A/AT) (8.41)

Markovljevi izvori se mogu opisati koristenjem automata. Naime, svakoj sekvenci
duzine R odgovara jedno stanje S; (j = 1,...,n*t). Ako se izvor nalazi u stanju Sy, i ako
se pojavi sljede¢a poruka a, sa vjerovatno¢om P(ap/Ag) izvor prelazi u drugo stanje Sy
(koje moze biti i stanje Si). Tada vrijedi:

P(8y/Sk) = P(ay/Sk) = Play/AR) (8.42)

Prema tome, uslovna entropija (koja predstavlja i entropiju izvora) se moze izrac¢unati
kao:

B S PSS Pla /S e L
H(A/AT) = FlP(Sﬂgp( e/S1) 1082 5o e s
= Y P(SHH(S))
j=1
~ E[H(S)) (8.43)

8.4.3 Redundanca

Izvor ima maksimalnu vrijednost entropije po ¢lanu sekvence kada su zadovoljeni uslovi:

R = 0 (prethodne poruke nemaju utjecaja na sljedece) i sve poruke su jednako vjerovatne.

Pod tim uslovima se dobije maksimalna moguca vrijednost entropije izvora Hyax = log, n.
Redundanca se definira kao:

Hpox — H(AJA)

R =
Hmax

(8.44)

Redundanca je pozeljna jer omogucava detekciju gresaka i pogresnog prenosa, kori-
Stenjem c¢injenice da su neke poruke i sekvence vise vjerovatne nego neke druge. Primjera
radi, rije¢ ,trambaj” ¢e u razgovoru skoro sigurno biti interpretirana kao ,tramvaj” za-
hvaljujuéi redundanciji govora/jezika. Manja entropija izvora i poveéana redundancija
smanjuje brzinu prenosa informacija, ali povecava sigurnost ispravnog prenosa.

Primjer 8.4:
Markovljev izvor informacija drugog reda (zavisnost od dvije poruke unazad) emi-

tira dvije razli¢ite poruke 0 i 1. Ovisno od toga koje su dvije poruke posljednje
emitirane, izvor se moze naéi u jednom od 4 moguca stanja Spg, So1, S19 0dnosno
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S11(recimo, ukoliko su posljednje dvije emitirane poruke 0 i 1 tim redom, izvor ée
se nalaziti u stanju Sp1). Vjerovatnoée emitiranja poruke 0 u svakom od tih stanja

e P(0/Spo) = 0.4
e P(0/So1) = 0.2
e P(0/S1) = 0.2
e P(0/S1;) = 0.2

Odredite entropiju i redudansu ovog izvora, zatim entropiju sekvenci duzine 4, te
vjerovatnoc¢u pojave sekvence 11110101.

Rjesenje:
Prvo je potrebno odrediti vjerovatnoc¢e pojedinih stanja. Ako se uvede oznaka P;; =
P(S;;), onda se ove vjerovatno¢e mogu odrediti iz sljedeceg sistema jednacina:

Poo = PooP(0/S00) + P1oP(0/S10)

Por = PooP(1/S00) + ProP(1/510)

Py = PyP(0/So1) + P11 P(0/S11)
1 = Py + Por+ P+ Py

Grupisanjem i sredivanjem se dobije sljedeéi sistem jednacina:

—6Foo + 2Py =0
6Py—10Py1+ 8P =0
2Py —10Pyo + 2P11 = 0

Poo+ Poit+ P+ Pun=1

RjeSenje ovog sistema je:
P(Sp0) = 0.0526, P(Sp1) = 0.1579, P(S109) = 0.1579, P(S11) = 0.6316

Entropija izvora se moze izracunati kao:

H(A/A®) = H(A/A?)
4 2
= —ZP(S]‘)Zp(ai/sj)logQP(ai/Sj)
= _ZP(Sj)[P(O/Sj)logQP(O/Sj)+
+P(1/8;)logy P(1/S;)]
= 0.735
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Redundansa izvora je:
H(A/A>
R=1- M =0.265
log, 2

Entropija sekvenci duzine 4 iznosi:
H(A*) = H(A?) + (4 - 2)H(A/A?) = 2.953

pri ¢emu je iskoristen sljede¢i medurezultat:

4
H(A?) == P(S;)log, P(S;) = 1.483

j=1
Vjerovatnocéa pojave sekvence 11110101 iznosi:
P(”11110101”) = Py;-P(1/S511) - P(1/511) - P(0/S11) - ...

. s P(1/S10) - P(0/S01) - P(1/S10)
= 0.01

8.5 Prenos informacija kroz komunikacioni kanal

Prilikom prenosa informacija kroz komunikacioni kanal (slika 8.1) pojavljuju se dva zah-
tjeva:

¢ ukoliko Sum u kanalu ne postoji, tada se zahtijeva sto je moguce veca brzina prenosa,

o ukoliko Sum postoji, tada se zeli maksimalna brzina i postupak kodiranja koji ¢e
maksimizirati vjerovatnocu ispravnog prenosa. Osnovni tehnicki izazov je taj sto su
zahtjevi za maksimalnom brzinom i ispravnim prenosom nazalost oprec¢ni.

W=f"HZ)=f (Y +8)=fH{f(X)+5) (8.45)
Od znacaja je razmotriti brzinu prenosa informacija kroz kanal veze.

Ako sve poruke imaju isto trajanje (1), tada sekvenca od m poruka/simbola ima
trajanje m7, koje se u literaturi oznacava sa 7™ . Bitno je napomenuti da 7™ ne ozna-
Cava stepenovanje (eksponent), veé ukupno trajanje pri prenosu m poruka. Prenesena
informacija u jedinici vremena je data sa:

nym nym

Tm mT

Brzina prenosa informacija kroz kanal se formira pustanjem da m tezi u beskonacnost:

I(Y) = lim ) _ HEY/Y®) (8.47)

m—oo T T
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Maksimalna brzina prenosa informacija (tzv. kapacitet kanala veze) se ostvaruje kada
su svi simboli podjednako vjerovatni i ne postoji zavisnost od prethodnih simbola. Ka-
pacitet kanala veze se obiljezava sa C. i racuna kao:

—— logyn

C.=max [(YV) = (8.48)

T

Ako pak poruke imaju razlic¢ito trajanje, tada je prenesena informacija u jedinici vremena:

wm) Iy I(Ym) _Iym) Iy
S p— = = = = (8.49)
Tm Zi:l m;T; m Z¢=1 p(mi)Ti mE[Tz] MTsy
pa je:
—— H{Y/Y®®
1Y) = HY/Y™) (8.50)
7.87"
odnosno kapacitet kanala veze se racuna koristenjem:
H(Y/Y®>
C., = max ¥ (8.51)

Vazno je napomenuti da kada se kodiraju poruke sa kodovima jednakog trajanja, tada
mora postojati bijektivnost kodiranja, a broj simbola po poruci mora biti dovoljno veliki
da opise sve moguce poruke. S druge strane, za kodove s promjenljivom duzinom kodirane
poruke, mora vrijediti tzv. prefiksni uvjet - nijedna kraca rije¢ ne smije biti prefiks niti
jedne duze kodne rijeci.

U slucaju kanala sa Sumom, definira se i tzv. protok informacija:

— . IY™,zZm)
sto se za kanale bez memorije svodi na:
1v.2) _ 1(Y,2)
1(Z,Y) = = 8.53
U = g T S ) (8:59)
Kapacitet kanala sa Sumom se definira sa:
C.=max I(Z,Y) (8.54)

pri éemu je ocigledno da je kapacitet kanala sa Sumom manji od kapaciteta kanala bez
suma.
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Zadaci za samostalan rad

1. Diskretni izvor informacija generira listu simbola S;,7 = 1,2,3,4. Vjerovatnocéa pojav-
ljivanja pojedinih simbola izvora data je u tabeli. Potrebno je odrediti entropiju ovog
izvora.

S; Si | Sy | Ss | Sa
P(Si) | 045 ] 0.3 ] 0.2 ] 0.05

2. Diskretni izvor informacija bez memorije generira simbole S;, pri ¢emu su vjerovatnocée
pojavljivanja pojedinih simbola date u tabeli. Odrediti entropiju ovog izvora i entropiju
drugog i treéeg prosirenja ovog izvora.

Si ‘ S1 ‘ So ‘ Ss
P(S;) | 05025 0.25

3. Dati su skupovi od cetiri dogadaja x;, kao i cetiri dogadaja y; sa odgovarajuéim vjerovat-
nocama prikazanim u tabelama. Dogadaji x; i y; su medusobno nezavisni. Naéi entropiju
za skup dogadaja X, za skup dogadaja Y i naéi entropiju zajednickog dogadaja H(z,y).

yvi |y |y | ys | wa
P(y) | 1/5 | 1/3 [ 1/3 | 2/15

Naéi entropije H(z), H(y),

zi | | me | w3 | aa
P(z:) | 1/3 [ 1/4 ] 1/3 | 1/12

4. Data je tabela vjerovatnoce zajednickih dogadaja x;, ;.
H(z,y), H(y/z) i H(z/y).

p(xi, i) | w Y2 Y3
1 1/32 | 3/32 | 1/16
72 0 | 5/32 | 1/32
T3 1/16 | 7/32 | 1/16
74 1/32 | 3/16 | 1/16

5. Neka je dat izvor koji emitira tri simbola A, B i C' i ima ovisnost od jednog simbola
unatrag. Data je tablica vjerovatnoce prelaza iz pojedinih stanja. Naci entropiju izvora,
entropiju sekvence duzine 7 i naéi vjerovatno¢u sekvence ABCABC.

A B C
Sa | 0.8 0.1 | 0.1
Sg | 0.2 0.7 | 0.1
Sc | 0.05 | 0.05 | 0.9

. Izvor emitira 4 simbola a1, a2, a3, a4, pri ¢emu postoji ovisnost od jednog simbola unatrag.
Data je tabela vjerovatnoce prelaza u pojedina stanja. Naéi entropiju izvora.

al a2 as a4
S1 | 05| 0.5 0 0
S | 0.5 | 0.5 0 0
Ss 0 0 0.25 | 0.75
Sy 0 0 0.25 | 0.75

. Izvor emitira dva simbola 0 i 1 pri ¢emu postoji ovisnost o dva simbola unatrag. Date su
sljedeée uslovne vjerovatnoée: p(0/00) = 0.25, p(0/01) = 0.35, p(0/10) = 0.5 i p(0/11) =
0.4. Nacrtati dijagram prelaza stanja, odrediti vjerovatnoéu pojedinih stanja i entropiju tih
stanja, kao i entropiju izvora. Odrediti vjerovatnoéu sekvence 1010101010 kao i entropiju
sekvence duzine 8.
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9. Markovljevi lanci i Skriveni
Markovljevi modeli (HMM)

9.1 Markovljevi lanci

Markovljevi lanci predstavljaju matematicki koncept koji se koristi za modeliranje sistema
koji se zasnivaju na prijelazima izmedu razli¢itih stanja, pri ¢emu vjerovatnocéa prelaska
u bilo koje stanje zavisi iskljuc¢ivo od trenutnog stanja i vremena, a ne od prethodnih
stanja, odnosno dogadaja koji su prethodili trenutnom stanju. Kljucne karakteristike
Markovljevog lanca su:

e prostor stanja - opis skupa svih moguéih stanja u kojima sistem moze biti,

e vjerovatnoce prijelaza - vierovatnoce prelaska iz jednog stanja u drugo, obi¢no pred-
stavljene matricom prijelaza i

o Markovljevo svojstvo - vierovatnoca prelaska u bilo koje odredeno stanje zavisi samo
od trenutnog stanja.

Neka je skup svih stanja .S = 0,1, 2, ... konacan i varijable X, X1, ... predstavljaju sluc¢ajne
varijable koje uzimaju vrijednosti iz skupa S. Lanac X;, Xo, ... je Markovljev, ukoliko za
sve izbore stanja i1, ..., %, vrijedi:

P(Xn+1 = Z'n+1|Xn = Z'n, ...,XO = 20) = P(Xn+1 = in+1|Xn = Zn) (91)

Vjerovatnoca prelaska iz stanja i u stanje j je data izrazom P(X,,+1 = j| X, = 19).

Markovljev lanac je homogen ukoliko vjerovatnoée prelaska ovise samo o stanjima ¢
i j, odnosno ne ovise o trenutka (n) u kojem se prijelaz deSava, odnosno ako za svako
cjelobrojno m i n vrijedi:

Matrica prelaza A je matrica elemenata A = {pij}i) j=17 Cijl redovi odreduju trenutna,
a kolone buduca stanja. Dakle, element matrice p;; predstavlja vjerovatnoéu prelaska u
stanje j iz stanja :
P11 P12 P13
A= |pa p22 P23 (9.3)

P31 P32 P33
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Interesantno je primijetiti da je ovo tzv. stohasticka matrica jer su njeni elementi nenega-
tivni i zbir elemenata u svakom redu i koloni matrice je jednak jedinici. Osnovni koncepti
Markovljevih lanaca ¢e biti ilustrovani kroz primjere. Matrica A omogucava odredivanje
vjerovatnoce prijelaza iz jednog stanja, kako u narednom koraku, tako i nakon odredenog
broja koraka.

Primjer 9.1:

Neka su u gradu moguca tri vremenska stanja: kiSovito, oblacno i suncano, te
neka sutrasnje vrijeme ovisi samo od toga kakvo je vrijeme danas. Ako je vrijeme
suncano, vjerovatnoca da ¢e sutra biti kiSovito je 0.2; da ¢e biti oblacno je 0.25,
da ée biti opet suncano je 0.55. Ako je vrijeme kiSovito vjerovatnoéa da ée sutra
biti kiSovito iznosi 0.6, da ¢e biti oblacno je 0.3, i da ¢e biti sunc¢ano je 0.1. Ako
je vrijeme oblacno vjerovatnoca da ¢e biti kiSovito je 0.3, da ¢e biti obla¢no je 0.4,
i da ¢e biti suncano je 0.3. Koja je vjerovatnoc¢a da ukoliko je danas suncano, za
dva dana vrijeme bude obla¢no?

Rjesenje:

Ovaj primjer je ocigledno Markovljev lanac jer zadovoljava njegove karakteristike.
Prostor stanja ¢ine 3 stanja: kiSovito, obla¢no i sunéano, date su vjerovatnoce prijelaza
i poznato je da sutrasnje vrijeme ovisi iskljucivo od danasnjeg. Ovaj Markovljev lanac
prikazan je na slici.

0.6 0.55

Oblac¢no

0.4

Uzme li se u datom primjeru da su stanja respektivno kiSovito, sunc¢ano i oblac¢no,
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matrica prelaza je data sa:

06 01 0.3
A=102 055 025 (9.4)
03 03 04

Da bi se rijesio ovaj problem, potrebno je posmatrati sve moguée prijelaze u stanje
»oblacno” iz stanja ,suncano”, u dva koraka, i njihove vjerovatnoce. Na slici je dat
prikaz automata bez ucrtanih prelaza koji nisu relevantni za razmatranje. Takoder,
razli¢itim tipovima linija su prikazane razli¢ite putanje do stanja ,,oblacno”, pa je
putanja od ,,suncano” do ,oblacno” ucrtana dva puta.

Oblac¢no

0.4

Neka je prvi dan vrijeme suncano, a tre¢i dan vrijeme obla¢no. Jasno je da za drugi
dan postoje tri moguée opcije: kiSovito (plava putanja), suncano (zelena putanja),
obla¢no (crvena putanja). TraZena vjerovatnoéa pso(2) (oznaka za prelazak iz stanja
S (,suncano”) u stanje O (,,oblacno”) u dva koraka) se moze odrediti kao:

pso(2) =0.2-0.3 + 0.55 - 0.25 + 0.25 - 0.4 = 0.2975 (9.5)

Postupak odredivanja ove vjerovatnoce je intuitivan i jednostavan, pri manjem broju
koraka. Detaljnijom analizom relacije (9.5) se moze primijetiti da je ona zapravo
proizvod dva vektora, i to:

0.3
pso(2)=[02 055  0.25] |0.25 (9.6)
0.4
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Prvi vektor u relaciji (9.6) je zapravo drugi red matrice prijelaza (9.4) koji odgovara
trenutnom stanju ,suncano”, dok je drugi vektor tre¢a kolona iste matrice koja od-
govara buduéem stanju ,obla¢no”. Ocigledno, ako se isti postupak sprovede za sva
stanja, dobivaju se elementi matrice matrice AZ:

0.47 0.205 0.325
A% = 10305 0.3975 0.2975 (9.7)
0.36 0.315 0.325

Ova matrica predstavlja vjerovatnoce prelaska iz bilo kojeg stanja u bilo koje drugo u
dva koraka.

Intuitivno izlaganje u prethodnom zadatku se moze formalizirati tzv. Chapman-
Kolmogorovljevom teoremom, koja glasi:

pij(m) = Zpik(r)pkj(m -r), r=12.,m-1 (9.8)
(k)

a govori da je vjerovatnoca prelaza iz i-tog stanja u j-to stanje u m koraka jednaka
sumi proizvoda vjerovatnoca prelaza iz stanja ¢ u stanje k nakon r koraka, i vjerovatnoce
prelaska iz stanja k u stanje j u m — r koraka, po svim moguéim putevima (ukupno k).
Posljedi¢no, za matricu prelaza vrijedi da:

A(m)=A(r)A(m—r)=A" (9.9)

Dakle, da bi se odredila vjerovatnoca prelaska iz jednog stanja u drugo u m koraka,
dovoljno je matricu prelaza stepenovati sa m i iz nje procitati trazenu vjerovatnocu.

9.2 Pocetne i stacionarne vrijednosti Markovljevih la-
naca

Matrica A sadrzi vjerovatnoce prelaza izmedu stanja u jednom koraku, gdje a;; oznacava
vjerovatnoc¢u prelaza iz stanja ¢ u stanje j. Da bi Markovljev lanac bio potpuno opisan
potrebno je poznavati i vektor poc¢etnih vrijednosti:

p(0) = [p1(0),p2(0), ...] (9.10)

koji predstavlja distribuciju vjerovatnoéa pocetnog stanja sistema. Stanje nekog sistema,
koji vrsi prelaske iz jednog stanja u drugo u nekom trenutku n, moze se opisati jednac¢inom:

p(n) = p(0)A" (9.11)

koja predstavlja distribuciju vjerovatnoca stanja nakon n koraka. Ako se pak posmatraju
dva uzastopna vremenska trenutka, tada vrijedi:

p(n) =p(n —1)A (9.12)

Relacije (9.11), odnosno (9.12) predstavljaju jedna¢ine Markovljevog lanca.
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Osim pocetnih vrijednosti, izuzetno znac¢ajan pojam u teoriji Markovljevih lanaca su tzv.
stacionarne vrijednosti. Ako postoji pozitivan cijeli broj n takav da su svi elementi
matrice A™ strogo pozitivni, to znaci da se iz svakog stanja moze preci u bilo koje drugo
stanje. Ako za svako stanje (oznaeno sa j) postoji limes:

Ty = nl;rlgopij (n) (9.13)
tada se Markovljevi lanci nazivaju ergodicni. Drugim rije¢ima, nakon n koraka Markov-
ljevog lanca, postoji povezanost izmedu svakog para stanja. Ta se povezanost izrazava
vjerovatnocama 7; koje se nazivaju stacionarne vrijednosti, i sacinjavaju vektor stacionar-
nih vrijednosti 7. Stacionarne vrijednosti odreduju vjerovatnoéu da ¢e se sistem nalaziti
u stanju j nakon beskona¢no mnogo koraka (u nekom dalekom trenutku).

Vrijednosti 7; se mogu izracunati i sljede¢om konstrukcijom:
;= lim A" 14
™= &-14)
Posljednji izraz lim, ., A™ se u literaturi naziva i stacionarna matrica prelaza, koji za-

pravo nije matrica veé reprezentacija vjerovatnoca kod koje su svi elementi pojedinih
kolona medusobno jednaki, npr.

7r1 71'2 DR 7TN
m o e TN
lim A"=| . (9.15)
n—oo . . ., .
T = [ m Mg -+ TN ] (9.16)

Takoder, vektor stacionarnih vrijednosti m zadovoljava relaciju:
TA=m (9.17)

Jasno je da postupak odredivanja matrice A" za Markovljev lanac s ve¢im brojem stanja
nije jednostavan, no ipak vektor stacionarnih vrijednosti moze se naéi direktno iz matrice
A za ergodi¢ne Markovljeve lance. Pa tako, na osnovu (9.12) za j-tu komponentu vektora
stacionarnih vrijednosti vrijedi:

pi(n) = pr(n— 1)p; (9.18)
*)

odnosno, na osnovu (9.13):
Tp= Y Tkpkj, Vi (9.19)
(k)

Ipak, ovaj sistem jednacina je nedovoljan za odredivanje stacionarnih vrijednosti, jer je u
pitanju homogeni sistem koji nema jednoznacno rjesenje. Potrebno je iskoristiti ¢injenicu
da su elementi vektora 7 vjerovatnoée dolaska u odredeno stanje, samim time njihova

suma treba biti jednaka jedan:
d me=1 (9.20)
(k)
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Primjer 9.2:

Odrediti stacionarne vrijednosti za Markovljev lanac dat u primjeru 9.1

Rjesenje:
Na osnovu matrice prijelaza (9.4), te relacija (9.19) i (9.20), slijedi:

m = 0.6m1 +0.2m5 + 0.373

mg = 0.1m + 0.55m9 + 0.373

w3 = 0.3m + 0.25m9 4+ 0.473
T+ +m3 = 1

Rjesavanjem datog sistema jednacina, dobiva se vektor stacionarnih stanja:

m=1[0.3861  0.2970  0.3168]

(9.25)

Rezultati se mogu i eksperimentalno provjeriti koristenjem programskog koda 9.1.

PROGRAMSKI KOD 9.1

def HMM_stacionarne_vrijednosti(A, pocetno_stanje, broj_koraka):
vjerovatnoce = [pocetno_stanje]
stanje = pocetno_stanje

for _ in range(broj_koraka):
stanje = np.dot(stanje, A) # p(n) = p(n-1)*4
vjerovatnoce.append(stanje)

return np.array(vjerovatnoce)

# Prijelazna matrica

A = np.array([[0.6, 0.1, 0.3],
[0.2, 0.55, 0.25],
[0.3, 0.3, 0.41D1)

# PocCetna raspodjela stanja
pocetno_stanje = np.array([0.0, 0.0, 1.0]) # U pocetku je suncano

# Broj iteracija
n = 50
t = np.arange(n+1)

# Vjerovatnole u prvih n prijelaza
vjerovatnoce = HMM_stacionarne_vrijednosti(A, pocetno_stanje, n)

ssp.slpromiD.grafik(t, vjerovatnoce[:, 0],
t, vjerovatnocel[:, 1],
t, vjerovatnoce[:, 2], stil2 =

naslov = 'Konvergencija ka stacionarnim vrijednostima',
legenda = ['P(kiSovito)', 'P(oblaéno)','P(sunéano)'],
x_labela = 'Broj iteracija (n)', y_labela = 'Vjerovatnoce stanja')

r:', stil3d = 'g-—-',
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print (f"Vektor stacionarnih vrijednosti: {np.round(vjerovatnoce[50], 4)}")

Konvergencija ka stacionarnim vrijednostima
1.0 -

'I —— P(kiSovito)
© : ----- P(obla¢no)
=087, —-==- P(suncano)
e 1
] 1
v 069!

v} 1
o 1
=] 1
T 044
9 L e
i
0.2

0.0

0 20 40

Broj iteracija (n)

Vektor stacionarnih vrijednosti: [0.3861 0.297 0.3168]

9.3 Skriveni Markovljevi modeli

Skriveni Markovljev modeli (eng. Hidden Markov Models - HMM) predstavljaju prosi-
renje Markovljevih lanaca, gdje promatranja proizlaze iz probabilisticke funkcije stanja.
Osnovni proces je nevidljiv (skriven) i moze se posmatrati samo kroz drugi skup procesa
koji zapravo predstavlja niz promatranja. Koncept HMM ¢ée biti ilustriran kroz dodatnu
analizu primjera 9.1 i 9.2. Neka se posmatraju ista vremenska stanja: suncano, kiSovito
i oblac¢no, kao u primjerima 9.1 i 9.2, no medutim, neka se ta stanja ne mogu direktno
opservirati, nego se ,mjere” kroz raspolozenje osobe koja zivi u tom gradu, kao na slici
9.1. U zavisnosti od toga kakvo je vrijeme, ta osoba moze biti vesela ili tuzna.

Dakle, stanja Markovljevog lanca su nepoznata, ali su poznata promatranja, tj. u
ovom slucaju raspolozenja. Graficki prikaz ovog skrivenog Markovljevog modela dat je na
slici 9.1. Kod sistema ovakvog tipa, postavlja se pitanje kako samo na osnovu opservacija
dobiti odredene informacije o skrivenim stanjima sistema, te s kolikom sigurnoséu se moze
tvrditi da je dati niz opservacija nastao od pretpostavljenih skrivenih stanja.

Kako bi se Markovljev model u potpunosti opisao, potrebno je poznavati 5 elemenata:

e broj skrivenih stanja modela (IN) - iako su stanja skrivena, obi¢no je moguée
na osnovu fizikalnosti modela odrediti koliko stanja ima; stanja su opisana skupom
S ={51,52,..., Sn} pri Cemu se stanje u trenutku ¢ oznacava sa ¢; ,

e broj promatranja/opservacija po stanju (M) - opservacije su opisane skupom

O = {Olv 021 7OM} ’
« matrica prijelaza (A) ,
e matrica vjerovatnoéa promatranja tzv. emisijska matrica (B) gdje u stanju
7 vrijedi:
b;(Ox) = PlOklgs = 8], 1<j<N, 1<k<M (9.26)

o vektor stacionarnih vrijednosti 7.
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Slika 9.1: Tlustracija Skrivenog Markovljevog Modela

Tako je za opis skrivenog Markovljevog modela (HMM) potrebno 5 parametara, uobicajena

je skracena notacija:
A=(A,B, ) (9.27)

koja oznacava kompletne parametre HMM-a.

Postoje tri uobic¢ajena tipa HMM-a: model s lijeva na desno (eng. left-to-right),
dvostruko paralelni model s lijeva na desno (eng. two parallel left-to-right) i ergodicni
model. Kod prvog tipa modela, indeks sljedeceg stanja je uvijek veéi ili jednak indeksu
trenutnog stanja, tako da se prelazi ostvaruju u jednom smjeru. Dvostruko paralelni model
posjeduje dvije paralelne putanje kojima se moze kretati u jednom i drugom smjeru.
Ergodi¢ni model je takav kod kojeg se prelaz iz jednog stanja u drugo moze izvrsiti u
kona¢nom broju koraka.

9.4 FEvaluacija, dekodiranje i treniranje HMM

Postoje tri osnovna izazova, odnosno problema, koja se trebaju rijesiti da bi HMM bio
koristan u realnim primjenama, a to su problem evaluacije, problem dekodiranja i problem
treniranja/ucenja. U nastavku ée svaki od njih biti detaljnije obraden.

9.4.1 Problem evaluacije

Evaluacijski problem podrazumijeva odredivanje vjerovatnoce da je posmatrana sekvenca
proizvedena od strane datog modela. Potencijalna primjena se ogleda u tome da je, uko-
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liko postoji vise potencijalnih modela, moguée posmatranjem modela odrediti koliko dobro
svaki od njih odgovara datoj sekvenci, te odabrati model koji najbolje odgovara posmatra-
njima. Dakle, ako je data sekvenca promatranja O = 010,...07 i HMM ) = (A, B, 7),
kako efikasno izra¢unati vjerovatnocu sekvence s obzirom na dati model P(O|\)?

Za ilustraciju problema, iskoristit ¢e se primjer 9.1. Matrica prelaza je ranije izracu-
nata i data relacijom (9.4). Emisijska matrica se moze o¢itati sa slike 9.1:

0.1 0.9
B= |08 02 (9.28)
04 0.6

Ona daje vjerovatnoc¢u opservacija u odredenim stanjima. Redovi matrice u vezi su sa
stanjima (kiSovito, sun¢ano, oblacno), a kolone sa promatranjima (veseo, tuzan).

Neka je potrebno izracunati vjerovatnoéu pojavljivanja sljedec¢e sekvence u toku tri
dana: veseo-veseo-tuzan. Neka je vremenska prognoza (koju u principu nije poznata
posmatracu) za ta tri dana bila sunéano-obla¢no-suncano.

U ovom slucaju ¢e se odrediti zajednicka vjerovatnoca ove dvije sekvence. Obzirom
da su stanja i promatranja medusobno nezavisna, tada vrijedi:

P(Y = VVT, X = SOS) = P(S) - P(0|S) - P(S|0) - P(V|S) - P(V|0) - P(T|S) (9.29)

gdje su stanja odredena sa S (suncano), O (obla¢no) i K (kiSovito), dok su promatranja
oznacena V (veseo) i T (tuzan).

Prvi faktor (P(.S)) u prethodnoj relaciji se odreduje iz vekora stacionarnih vrijednosti =
izracunat u (9.25). Sljedeéa dva faktora (P(O|S), P(S]O)) se o¢itavaju iz matrice prelaza
(relacija (9.4)), a preostali iz emisijske matrice (relacija (9.28)). Konac¢no, rjeSenje je:

PY=VVT,X =505)=0.2970-0.3-0.25-0.8 - 0.4 - 0.2 = 0.0014256 (9.30)

Medutim, jasno je da u slucaju skrivenog Markovljevog modela, stanja nisu poznata
(skrivena su) i na ovaj nac¢in nije moguce izracunati vjerovatnoéu da ¢e dati model ge-
nerisati odredenu sekvencu, u ovom slucaju raspolozenja veseo-veseo-tuzan. Oslanjajuci
se predlozeni pristup, intuitivno je jasno da je za odredivanje vjerovatnoce date sekvence
promatranja potrebno pronacéi sumu vjerovatnocéa svih moguéih sekvenci stanja koje mogu
proizvesti datu sekvencu promatranja. Odnosno,

PVVT) = P(Y=VVT, X =258S5)
+P(Y =VVT, X =550)
+PY =VVT,X = SSK) + ... (9.31)
Ocigledno je ovo rjesenje veoma jednostavno, ali ne i efikasno. Za N stanja HMM-a i
sekvencu promatranja duzine T postoji N7 moguéih kombinacija stanja koje bi dovele do
promatrane sekvence. Iz ovog razloga uvedena su dva algoritma, algoritam unaprijed (eng.

forward) i unazad (eng. backward) koji na efikasniji na¢in ra¢unaju ovu vjerovatnocéu, ¢ime
se kompleksnost izracunavanja smanjuje na O(T - N2).

wForward” algoritam

Kada se raspiSu svi elementi sume (9.31) pojavit ¢e se mnogo istih faktora u razli¢itim
sabircima. ,Forward” algoritam, u principu, rascjepljuje sekvencu u manje ,,podsekvence”.
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P(O = 0,0,03)

Slika 9.2: Tlustracija ,forward” algoritma, na primjeru HMM sa 2 stanja i sekvencom
promatranja duzine 3

Ideja je relativno jednostavna. Kao primjer moze se uzeti slucaj sa dva stanja Sg i 51,
te sekvencom opazanja O10203. To znaci da je sekvenca opazanja mogla nastati jednom
od sekvenci stanja 57575y ili S7.5751. Analogno, ako je odredeno posljednje stanje, tada
je sekvenca prethodnih stanja 5,57 mogla nastati kao 5757 ili S7.5y. Svakim narednim
korakom se svaka podsekvenca dijeli na jednostavnije, sve dok se ne dode do krajnje
sekvence koja ima samo jedan ¢lan (slika 9.2).

Varijable a; se nazivaju ,,forward” varijable i definisane su vjerovatno¢om opazanja sek-
vence O = 0103 - - - Or u trenutku t, ako je HMM u stanju ¢; = .5;:

at(i) = P(OlvOQa ~~~»OT>(]t = SZ|)\) (932)

Ovaj algoritam moguce je opisati u tri etape:

Inicijalizacija a1(i) =mbi(01), 1<i<N
. N .
| el = | S el 50w
Indukcija i=1
1<t<T-1, 1<j<N

N
Terminacija P(OIN) = > ar(i)

i=1
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s,Backward” algoritam

Sliéno ,forward” algoritmu, ,backward” algoritam se izvodi na nacin da se polazi od
pretpostavke da se sistem nalazi u stanju ¢, = S; i racuna na osnovu vjerovatnoce sekvence
od tog vremenskog trenutka. Dakle, logika je neSto drugacija u odnosu na ,forward”
algoritam, gdje se posmatrala vjerovatnoca sekvence s obzirom na ono $to je prethodilo
tom stanju. ,Backward” varijable se definiSu na sljede¢i nacin:

Bt(l) = P(Ot-‘rla Ot+27 a3} OT‘(]t = Si) A) (933)

Koraci backward algoritma su:

Inicijalizacija Br(i)=1, 1<i<N

N
- Be(i) = > aijbj(Ors1)Brr1(),
Indukcija j=1

T'>t>1, 1<j<N

N
Terminacija P(OIX) = > mibi(01)B1(4)
i=1

9.4.2 Problem dekodiranja

Drugi izazov kod HMM predstavlja otkrivanje skrivenog dijela modela, tj. pronalazak
sispravnog” redoslijeda stanja. Ovaj problem se rjesava metodama optimizacije, pri cemu
odabir kriterija ovisi o tome Sta se zeli postiéi sa otkrivenim redoslijedom stanja. Dakle,
ako je data sekvenca promatranja O = O10;...O7r i model A, kako odabrati odgovarajucu
sekvencu stanja Q = ¢1¢2...qr koja ,najbolje” opisuje navedena promatranja? RjeSe-
nje ovog problema predstavlja odgovor na pitanje koja sekvenca stanja Q = q1¢s...qT
,hajbolje” opisuje sekvencu promatranja O = O10s...Or, pri ¢emu je atribut ,najbolje”
potrebno dodatno opisati.

Jedan od pristupa je analizirati odgovor na pitanje ,Koje je najvjerovatnije stanje
u kojem sistem moZe biti u bilo kojem vremenskom trenutku ¢ s obzirom
na sekvencu promatranja?”. U tom smislu se definira ocjena (i) koja predstavlja
vjerovatnocu stanja za datu sekvencu opazanja:

Y(1) = P = Si|O, \) (9.34)
Ovaj parametar moze se izracunati koristeéi ,forward”/”backward” algoritam na sljedeéi
nacin: ) ) ) )
’Yt(Z) — O[t(Z)/Bt(Z) — at(z)ﬂt(l) (935)
PO X
-21 ay(5)Be ()
j=

Nazivnik u relaciji (9.35) se naziva faktorom normalizacije i osigurava da je parametar
(i) zaista mjera vjerovatnoce, odnosno da vrijedi:

N
S i) = 1 (9.36)
=1
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Obzirom na to da se trazi najvjerovatnije stanje, potrebno ga je i pronaéi koristenjem:

qp = arg max_ (@), 1<t<T (9.37)

Ovaj pristup omogucava pronalazak najvjerovatnijeg stanja, ali nedostatak je u tome sto
nekada necée imati upotrebnu vrijednost jer je moguée da se dobije najveéa vjerovatnoca
za neko stanje sistema, ali da je vjerovatnoca prelaska u to stanje prema datom modelu
jednaka nuli.

Drugi pristup je da je potrebno odrediti koja putanja/sekvenca maksimizira
P(Q|O,)\), odnosno P(Q,0|\)? Odgovor na ovo pitanje daje tzv. Viterbijev algori-
tam, koji ¢e biti dat u nastavku.

Viterbijev algoritam

Za definisanje ,najbolje” sekvence stanja Q = q1¢o...qr za datu sekvencu promatranja
O = 041,05, ...07, definiSe se parametar:

0t(i) = max  P(q1,q2,...gt = S;, O1,04,...0¢|\) (9.38)
q1,92,--,9t—1
Parametar §;(7) daje odgovor na pitanje koja od putanja (sekvenci stanja) ima najveéu
vjerovatnoc¢u da se pojavi za prvih ¢ promatranja, tako da model zavrsi u stanju S;, pri
¢emu je opservirana data sekvenca promatranja. Na osnovu indukcije, vrijedi:

5111(j) = [maxéi(i)ais | b; (Ore1) (9.39)

Ono sto je kod ovog algoritma drugacije u odnosu na ,forward” i ,,backward” algoritme
jeste sto se mora voditi racuna o parametru ¢ koji maksimizira rezultat u svakom koraku,
Sto se radi uvodenjem varijable v;(i). Koraci za ovaj algoritam su:

Inicijalizacija 91(%) = m;bi(01)
Pi(i) =0
Indukcija 01(1) = nax, [0:—1(9)aij] b;(0r), 2<t<T
Yi(j) = arg pax, [0:-1(i)aii], 1<j<N
Terminacija pP* = [max [07(2)]

. ‘
g7 = arg max [07(i)]

Odredivanje putanje q = Vep1(q,), t=T-1,T-2,.,1

Moze se primijetiti da je Viterbijev algoritam slican ,forward” algoritmu u koraku
indukcije, pri cemu je razlika u tome sto se kod Viterbijevog algoritma trazi maksimalna
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vjerovatnoca sekvence do trenutka ¢, dok ,forward” algoritam sumira sve moguce ishode.
Viterbijev algoritam se primjenjuje u raznim oblastima, kao Sto su obrada prirodnog
jezika (eng. natural language processing - NLP), prepoznavanje govora, biologija i sl.

9.4.3 Problem treniranja

Problem treniranja odnosno ucenja HMM se veze za optimizaciju parametara modela,
kako bi se mogle sintetizirati sekvence promatranja sa odredenim vjerovatnocama. Rjese-
nje ovog problema je krucijalno za realne primjene, jer se omogucava optimalno prilago-
davanje parametara modela, te odgovara na pitanje ,,Kako modificirati parametre modela
A= (A,B,7) da bi se maksimizirala vjerovatnoéa P(O|\)?".

Sekvenca promatranja koja se koristi za treniranje HMM-a se naziva trening sekvenca
(eng. training sequence). Problem treniranja, odnosno problem ucenja je najtezi problem
skrivenog Markovljevog modela. Razlog ovome jeste ¢injenica da ne postoji analiticko
rjesenje za model koji bi maksimizirao vjerovatnoéu sekvence promatranja. Odnosno, ne
postoji, ni za jednu konacénu sekvencu promatranja, optimalan nacin procjene parametara
modela. Uprkos tome, moguce je odabrati model tako da se lokalno maksimizira ova
vjerovatnoca koriste¢i neke od iterativnih procedura, kao sto je Baum-Welch algoritam,
koji je objasnjen u nastavku.

Baum-Welch algoritam

Varijabla & (i, ) oznacava vjerovatnoéu da se u trenutku ¢ sistem nalazi u stanju S; i da
se u trenutku ¢ 4 1 nalazi u stanju S;:

ft(/La]) = P(qt = Si7Qt+1 = Sj|0a )‘> (940)
Na osnovu ,,forward”-"backward” algoritma, mogude je odrediti & (%, j) kao:

(e (i)aijbj (Ot-‘,—l)ﬁt—i—l (.7)
PO[N)

(i, ) = (9.41)

Sli¢no kao u (9.35), nazivnik je faktor normalizacije koji osigurava da ova varijabla zaista
moze predstavljati vjerovatnodéu:

(i, ) = (9.42)

Takoder, vrijedi:
N
Ye(i) = th(j) (9.43)
j=1

Vjerovatnoca da se sistem nalazi u stanju S; u trenutku ¢ data je preko (7). Ukoliko se
ova varijabla sumira za svako t, dobija se broj koji se moze tretirati kao ,,ocekivani broj
posjeta” stanju S;.

T-1
Z ~¢(i) = ofekivani broj posjeta stanju S; (9.44)
t=1
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S druge strane, &(7,7) je vjerovatnoca prelaska iz stanja S; u stanje S;, te ukoliko se
ova varijabla sumira za svako ¢, dobija se broj koji se moze treitrati kao ,,broj ocekivanih
prelazaka” iz S; u S;.

T-1
Z & (i, j) = ocekivani broj prelaza iz S; u S (9.45)

t=1

Na osnovu parametara (i), B¢(i), 7:(é), 1 &(i, j), koji su dobijeni iz modela A(A, B, ) =
A-(A, B, 7), uvodi se novi optimizirani model A, y1(A, B,7), i to na sljedeéi nacin:

7; = v1(i) = ocekivani broj posjeta stanju S; u trenutku t = 1 (9.46)

ocekivani broj prijelaza iz S; u S; ¢

a =1
@iy = = 9.47
Y ocekivani broj posjeta .S; T—1 ( )
> (i)
i=1
T .
> (i)
- ocekivani broj posjeta stanju j promatrajuci vy S,tbztl:vk
bj(k) = = (9.48)

ocekivani broj posjeta stanju j

;Z:l Y(J)

Za ovako dobijeni model, postupak se iterativno nastavlja (r = 1,2,...) , Sto konvergira
prema lokalnom optimumu.
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Zadaci za samostalan rad

1. Svaki dan (npr. u podne), vrijeme se opaza kao jedno od tri stanja: kiSovito, obla¢no i

suncano. Prijelazne vjerovatnoce izmedu stanja date su matricom:

0.5 04 0.1
A=102 05 0.3
0.3 03 04

(a) Ako se trenutno zna da je sistem u obla¢nom stanju, potrebno je izracunati vjerovat-
nocu da ¢e sistem biti sunc¢an nakon tacno 3 dana.

(b) Ako je vrijeme prvog dana (¢ = 1) suncano (stanje 3), kolika je vjerovatnoca da e
vrijeme u narednih 7 dana slijediti sekvencu:

Sunc¢ano — Suncéano — Kisovito — KiSovito — Sunéano — Obla¢no — Suncano?

(c) Ako se sistem nalazi u stanju sunéano, kolika je vjerovatnoca da ée ostati u tom
stanju tacno 10 dana?

(d) Pokazati da je ocekivano trajanje boravka u stanju ¢ dato sljedeé¢im izrazom:
. 1
1Ay

Izracunati ocekivano vrijeme do povratka u pocetno stanje, ako sistem pocinje u
stanju sunéano (3). Koliko je odekivano trajanje za svako stanje?

E(T))

(e) Ako se sistem nalazi u stanju i, kolika je vjerovatnoéa da ée ostati u tom stanju tac¢no
d dana?

(f) Ako se posmatra period od 100 godina, izracunati koliko je dana bilo suncanih, koliko
obla¢nih i koliko kiSovitih.

2. Data su dva automata za bombone, jedan oznacen kao ¢ = 1 i drugi kao ¢ = 2. Prvi
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automat sadrzi 60% mentol bombona i 40% karamela, dok drugi automat sadrzi 90%
karamela i samo 10% mentol bombona. Svaka bombona kosta pola marke.

Mario baca nov¢i¢ kako bi odlucio koji ¢e automat koristiti prvi. Nakon sto koristi neki
automat, Mario ponovo baca dva novci¢a i mijenja automat samo ako oba novci¢a padnu
na glavu. Mario je kupio tri bombone koristeéi tri kovanice od pola marke. Bombone koje
je dobio su redom: (z1 = K, 22 = M, z3 = K).

Da li je moguée odrediti u kojem od automata je zavrsila druga kovanica?

Merlinova magicna radnja se otvara i zatvara nasumicno. Naime, ako je trenutno zatvo-
rena, vjerovatnoca da ée se otvoriti u narednom satu iznosi 10%. Ako je trenutno otvorena,
vjerovatnocéa da e se zatvoriti u narednom satu takoder iznosi 10%.

Radnja se nalazi u prometnom dijelu grada - kada je radnja otvorena, okolina postaje jos
uzurbanija. Ako je radnja zatvorena, podrudje je bucno s vjerovatnoé¢om 40%, dok je, ako
je radnja otvorena, podrudje bu¢no s vjerovatnocom 70%.

U 13h poslijepodne primijetite da je podrucje bu¢no, pa odlucite provjeriti - ali radnja je
zatvorena. U 14h okolina je i dalje bucna, ali smatrate da nije bas vjerovatno da se radnja
otvorila. U 15h buka i dalje traje, kao i u 16h, pa u 17h. Koliko sati zaredom podrucje
mora biti bu¢no da biste mogli pretpostaviti, s vjerovatno¢om ve¢om od 50%, da je radnja
sada otvorena?
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